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lo scopo del presente volume è lo stesso di 
quello di altri simili da me pubblicati poco tempo 
fa; far conoscere, cioè, lo stato attuale di una de- 
terminata teoria delle matematiche superiori. Na- 
turalmente se si dovessero minutamente raccogliere 
tutte le considerazioni sviluppate dai vari Autori 
che hanno trattato dell'argomento non bastereb- 
bero molti volumi, ma non si farebbe neanche 
cosa capace di quell'utilità cui io intendo che una 
opera siflPatta debba essere indirizzata. 

Io credo assai utile, per lo stato presente degli 
studi matematici, dei lavori di sintesi, nei quali 
sieno indicati i procedimenti e le considerazioni 
generali riferentisi ai vari problemi di una teo- 
ria, sieno nel miglior modo aggruppati i metodi 
diversi dei vari Autori, prendendo da ciascuno 
quello che di meglio si può scegliere; nei quali 
sieno messi in luce i legami, non sempre facili a 
scoprirsi, che congiungono le idee e i punti di 
vista di un Autore con quelli di un altro, e nei 
quali infine sia lasciato una larga parte alle in- 
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dicazioni storiche e bibliografiche razionalmente 
ordinate. 

E quest'ultima parte che si può dire finora, 
salvo le eccezioni, notevolmente trascurata nei 
Trattati, ed invece a me pare che è la ragion 
storica che può alle volte porre sotto la sua più. 
viva e più feconda luce un metodo o una ricerca. 

Non basta che un Trattato sia chiaro e scritto 
bene, perchè possa produrre dei fecondi effetti 
nella mente del lettore. 

La lettura di certi libri, che pure hanno pregi 
di altra natura, produce nella mente come una 
curiosa sensazione di vuoto; non si sa se quei 
procedimenti, quei metodi, quei teoremi sono di 
chi scrive o se sono di altri; non si vede mai 
qual' è la loro ragion di essere, donde son deri- 
vati e dove vanno a finire. La mente resta come 
estranea alle cose che impara, e non sa in quale 
direzione deve muoversi dà se. 

L'informarsi ai princìpi ed ai concetti suespo- 
sti è tanto più importante quando poi si tratti di 
argomenti su cui c'è ancora tanto da discutere, 
e su cui l'esame critico ha trovato un vasto campo 
di azione. Di tale specie è p. es. l'argomento del- 
l'altro mio libro: Note critiche di calcolo infinta 
tesimale * (Milano, 1895), e di tale specie è anche 



* Mi piace ricordare a questo proposito che il Cantor 
riferenclo su quel mio libro lo giudica: »... eine Sdmm" 
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Targomento della prima parte (il Calcolo delle va- 
I riazioni) del nuovo volume che presento oggi al 
pubblico matematico, argomento dijBBcile i cui pro- 
cedimenti generali e la cui parte, dirò così, for- 
male, sono stati trovati da molto tempo, sino cioè 
dai tempi di Eulero, di Lagrange e di Jacobi, ma 
che dal punto di vista della legittimità di siffatti 
procedimenti e della più o meno attendibilità dei 
risultati che con essi procedimenti si ottengono, 
è ancora, si può dire, sul nascere. Basti ricordare 
che è appena da poco tempo che è stato messo 
fuori discussione la legittimità di un procedimento 
intuito già da Lagrange (il metodo dei moltiplica- 
tori), e che finora era stato considerato come di- 
pendente da una verità assiomatica, e non lo era. 

Il programma che ho qui tracciato è quello ap- 
punto che mi ha servito di guida nel comporre 
questo lavoro e gli altri consimili. 

Il calcolo delle variazioni, diramazione com'è 
del calcolo infinitesimale, risente di questo tutte 
le incompiutezze, e anzi le moltiplica; e presen- 
temente esso perciò costituisce ancora una scienza, 
dal punto di vista* della critica, molto imperfetta; 
il meglio che si possa fare in un Trattato è di 
non nasconderne le imperfezioni, ma anzi di porle 
bene in vista, e di richiamare in modo esplicito 
8u di esse Tattenzione degli studiosi. 



lung^ tvelche bis jetzt einzig in det* Mathematische Literatnr 

idasteht, und geiciss zahlreiche Wnnsche hefriedigt 

{ZeitBch. f. Math. u. Phye. Tol. XLI (1896), pag. 190.) 
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Sono però naturalmente ben lungi dal credere 
che l'opera mia abbia adempiuto in tutto e nel 
miglior modo le condizioni del programma; a me 
basterà che il lettore approvi l'ordine di idee nel 
quale mi sono messo, e consideri benevolmente 
l'opera mia come un primo, per quanto incom- 
piuto, tentativo. ^ 

PaTÌa, ottobre del 1896. 

Ernesto Pascal. 



In quanto alla seconda parte (Calcolo delle differenze fi- 
nite) 86 ne yegga V introduzione e la prefazione a pag. 207 
di questo volume. 
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Calcolo delle variazioni. 



RIASSUNTO STOBICO 
SUL CALCOLO DELLE VARIAZIONI. 

Tatti i lavori che si riferiscono al calcolo delle 
yariazioni possono raggrupparsi intorno a tre pro- 
blemi fondamentali, cioè : 

1) Il problema che, potremo chiamare, della 
variazione prima degli integrali semplici, la ri- 
cerca cioè delle equazioni differenziali, sotto la loro 
più opportuna forma, cui devono soddisfare le fun- 
zioni incognite del problema; 

2) Lo studio e la trasformazione della cosi- 
detta variazione seconda ; 

3) Il calcolo delle variazioni per gli integrali 
multipli a limiti variabili. 

Il primo problema comincia coli' inizio stesso del 
calcolo delle variazioni, quindi con Eulero (1744) 
e più compiutamente con Lagrange (1762) ; il se- 
condo si può dire che comincia con Jacobi (1837), 
sebbene prima di lui Legendre (1786) ne avesse 
già tentata la soluzione; e finalmente il terzo 
problema, occasionato per la prima volta da una 

Pascal. 1 
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ricerca di Gauss, comincia con Poisson (1833) e 
Ostrogradsky (1834). 

Il primo problema di calcolo delle variazioni fibi 
quello proposto da Newton, e di cui egli dette la 
soluzione senza dimostrarla (1686); si trattava di 
determinare la forma che deve avere un corpo ro- 
tondo perchè immerso in un fluido nel senso del suo 
asse, incontri la minima resistenza possibile, e fa- 
cendo l'ipotesi che la resistenza sia proporzionale 
al quadrato della velocità. (Yedi il nostro § 30.) 

Non fu questo però il problema che dette ve- 
ramente origine al calcolo delle variazioni ; fu in 
vece il famoso preblema della brachi stocrona o 
curva di minima discesa. (Vedi il nostro §31.) Esso 
fu proposto da Giovanni Bernoulli nel 1696 e da 
lui stesso risoluto nell'anno successivo. 

Non ripeteremo qui la storia di questo proble- 
ma che noi abbiamo già trattata in un paragrafo 
speciale ; solo diremo che il fratello Giacomo Ber- 
noulli nello stesso anno 1697, dopo aver data un'al- 
tra soluzione del problema della brachistocrona^ 
sul finire della Memoria, sviluppò alcune conside- 
razioni generali sulla natura del problema e lo 
trovò affine ai problemi di dato perimetro e mas- 
sime aree considerati già fin dai geometri greci, ej 
come conclusione del lavoro, dopo aver raggrup- 
pato tutti siffatti problemi sotto la denominazione 
comune di isoperimetri^ propose ai geometri un 
altro problema. (Vedi il n. 1 del nostro § 34.) di 
tale specie, dando tre mesi di tempo, e promet- 
tendo 50 ducati di premio. 

Per quasi mezzo secolo vari autori, fra cui prin- 
cipalmente i fratelli Bernoulli e Eulero, continua- 
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rono ad occuparsi del problema della brachisto- 
crona e degli isoperimetri, variando in diversi modi 
le condizioni del problema, e non mancarono dei 
lavori sbagliati di Eulero stesso quali quelli pub- 
blicati nei volumi VII, e Vili degli antichi Comm. 
Petropolitani. 

Fu nel 1744 che comparve il primo lavoro ve- 
ramente importante sull'argomento, e fu quello di 
Eulero, Methodus inveniendi lineas curvas maximi 
minimive proprietate gaudenfes^ sive soliitio prohh- 
matis isoperimetrici latissimo sensu accepti. 

In questo lavoro Fautore si propone, come dice 
il titolo, di stabilire un metodo generale per la 
soluzione degli isoperimetri, e giunge ad un me- 
todo che è ancora ben lungi da un vero calcolo 
di variazioni, fondato, come è, principalmente sulla 
considerazione di infinitamente piccoli. 

L'autore considerò il caso del massimo assoluto, 
il caso del massimo relativo ad una condizione 
data, e finalmente il caso in cui sieno più di una 
le condizioni date, e applicò il suo metodo a nu- 
merosissimi esempi, risolvendo forse tutti i pro- 
blemi su questo soggetto che fino allora erano 
stati oggetto delle considerazioni dei geometri. Il 
metodo di Eulero era ingegnoso e degno vera- 
mente del suo genio, e la cosiddetta regola iso- 
perimetrica fu trovata da lui, regola nella quale 
c'è indubbiamente il seme di quel procedimento 
che applicato poi da Lagrange in una maniera 
assai più generale prese nome di metodo dei moh 
Hplicatori. 

Tuttavia l'opera di Eulero per quanto sia sem- 
plice nei risultati, è troppo artifiziosa nel metodo. 
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"Essa, dice Laj^range (vedi Opere X, pag. 395 \ 
non avrebbe lasciato niente a desiderare se avesse ' 
avuto per base un'analisi piti conforme allo spi- 
rito del calcolo differenziale; ma la decomposi- 
zione che l'autore fa delle differenziali e degli in- 
tegrali nei loro elementi primitivi, distrugge il 
meccanismo di questo calcolo, e gli fa perdere i 
suoi principali vantaggi, la semplicità e la gene- 
ralità del suo algoritmo. „ 

Abbiamo citato testualmente questo passo di 
Lagrange per mostrare come veramente nasce e 
si sviluppa l'opera di questo sommo analista nel 
calcolo delle variazioni, di cui, in certo senso, può 
chiamarsi il fondatore. Egli si propose, per ado- 
perare una sua frase, di piegare il calcolo diffe- 
renziale a quel nuovo genere di problemi che sono 
essenzialmente di sua competenza. La famosa Me- 
moria stampata nel t. II delle Memorie di Torino 
(1762, si propose appunto questo scopo; in questo 
lavoro per la prima volta si riconosce l'opportu- 
nità di adoperare una caratteristica nuova per 
rappresentare le variazioni, e si introduce quella 
caratteristica o che poi è diventata di uso generale. 

Eulero avea invero già riconosciuto come non 
convenisse adoperare la stessa notazione per le nuo- 
ve differenziali e per le differenziali ordinarie, e 
per evitare una tal confusione egli avea pensato 
di rappresentare tali differenziali per mezzo delle 
differenze dei valori successivi della variabile e 
della funzione; se egli avesse pensato, dice Cauchy 
(Exerc. Ili, pag. 51), di adoperare una notazione 
diversa pei due casi, sarebbe forse giunto imme- 
diatamente al calcolo delle variazioni di Lagrange. 
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Eulero accettò subito le nuove idee, e dopo due 
anni (1764) scrisse per i Nova Comm. Petropolit. 
(tom. X) la Memoria Elementa calculi variatio- 
num^ etc. nella quale sviluppò con molti dettagli 
e, come soleva, con molte applicazioni, i princìpi 
I fondamentali del metodo nuovo. Del quale egli 
1 non tralasciò di occuparsi ancora per molti anni, 
e nel voi. Ili delle Inst. Cale, Tntegr. Petersb., 
1770, e nel t. XVI dei Nova Comm. 1771), e final- 
mente nel voi. IV delle Institutiones (1794) si tro- 
vano ancora lavori che trattano e sviluppano quel 
soggetto. 

Nel 1767 il Borda fece stampare neWAccad. 
delle scienze di Parigi, una Memoria sul calcolo 
delle variazioni, nella quale criticò la soluzione 
data da Lagrange del problema della brachisto- 
crona nel caso ia cui non si suppone assegnato il 
punto iniziale, ma lo si vuole solo giacente su di 
una curva assegnata. Il Borda avea ragione, per- 
chè Lagrange non si era accorto che, essendo al- 
lora variabile l'ordinata del punto iniziale, bisogna 
aggiungere un termine alla variazione dell'inte- 
grale, almenochè non si faccia una ipotesi diversa 
riguardo alla velocità iniziale (vedi il nostro § 31 
in cui abbiamo discusso la quistione), e lo stesso 
Lagrange riconobbe il suo errore nella successiva 
Memoria del 1770. (Mise. Taur. IV.) Erroneamente 
dunque a questo proposito il Darboux {Theorie 
de» surfaces^ I, pag. 268) dice che la Memoria di 
Borda era inutile dal momento che non faceva che 
riprodurre le stesse cose già dette da Lagrange; 
invece forse fu proprio la Memoria di Borda che 
dette origino alla nuova di Lagrange del 1770. 
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In questa l'autore si propose di passare ad una 
seconda esposizione del suo metodo, e nella prefa- 
zione cominciò intanto col polemizzare con alcuni 
autori che aveano pubblicato nel frattempo dei la- * 
veri sull'argomento. 

Primo fra questi era stato il Fontaine, il quale 
all'Accademia delle scienze di Parigi nel 1769 avea 
pubblicato un lavoro in cui, dopo aver detto che 
i suoi predecessori si erano sbagliati perchè igno- 
ravano la vera teoria, proponeva due metodi, 
secondo lui, nuovi. Ma Lagrange gli osservò su- 
bito che uno di tali metodi era, salvo le nota- 
zioni, quel medesimo adoperato da Eulero, e l'al- 
tro era quello che egli stesso avea pubblicato otto 
anni prima. 

Similmente i padri Le Seur et Jacquier aveano 
pubblicato a Parma nel frattempo un trattato di 
calcolo integrale, in cui aveano riprodotto il me- 
todo di Lagrange, ma facendo credere che esso era 
de attribuirsi ad Eulero. 

Le due Memorie di Lagrange che abbiamo ci- 
tato si riferiscono ancora al Lagrange della prima 
maniera, quando egli cioè non ancora avea sentito 
il bisogno di cancellare dal calcolo infinitesimale 
il segno e il concetto di differenziale e di infinita- 
mente piccolo; era naturale quindi che all'autore 
della celebre Théorie des fonctions analytiques si 
presentasse la necessità di esporre il calcolo delle 
variazioni in una maniera indipendente dagli infi- 
nitamente piccoli, ed è perciò che il 12.** capitolo 
della Théorie (1797) è dedicato a questo scopo, e 
in una maniera più diretta e più completa lo 
stesso argomento è ripreso e trattato nell'ultima 
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ìzione (la 22.*) del Calcul des fonctions (Paris, 

)6). Il cosidetto metodo dei moltiplicatori^ per 
[durre ì problemi di massimo o minimo relativo 

problemi di massimo o minimo assoluto, fu espo- 
to per la prima volta da Lagrange nella sua Mec- 

mica analitica (1788), e poi riprodotto nejla 
'^heorie^ e nel Calcul des fonctions. Esso può con- 
siderarsi, come la estensione di quel metodo che 

trova già in Eulero per risolvere i problemi di 
^operimetri. 

Ecco per sommi capi delineato lo sviluppo sto- 
[co di quello che abbiamo chiamato primo prò- 
lenta del calcolo delle variazioni. Esso si può 
lire un problema chiuso con Lagrange, dopo del 
|uale Tattenzione degli analisti è stata richiamata 

rivolgersi specialmente sugli altri più difficili 
[roblemi che questo calcolo offriva. E un proble- 
la già chiuso, se si tieu conto della semplicità 
Ielle formole cui dà luogo, ma è ben diverso se 
J80 vien considerato dal punto di vista della le- 
[ittimità di quelle formole e della estensione dei 
jroblemi cui quelle formole possono applicarsi, 
la quest'ultimo punto di vista il problema è 

ito riaperto da pochi anni, e si è sentito la ne- 

jsità di dimostrare certe proposizioni che ser- 
livano di fondamento a quelle formole, e che era- 
Io state considerate dai primi fondatori come ve- 
ita assiomatiche, pur non essendolo; mentre poi 
l'altra parte si è presentata l'altra domanda: Pur 
Immettendo in generale la esattezza dei procedi- 
lenti e dei risultati, fino a che punto questi pos- 

me darci delle soluzioni? meglio le soluzioni 
[he otteniamo souo le più generali possibili, ov- 
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vero l'applicare quei procedimenti presuppone im- 
plicitamente limitata la soluzione solo a certe ca- 
tegorie di funzioni ? 

Su questa seconda parte di critica che chiame- 
remo, per intenderci, la paìie relativa alle salti- 
zioni discontinue^ si è fatto assai poco progresso ; 
di essa discuteremo in seguito, perchè essa non si 
attacca in modo speciale solo al primo dei tre pro- 
blemi sopra classificati, ma si attacca a tutti tre; 
e passeremo quindi per ora a dire qualche parola 
su 'quella parte 'della critica che si correla alla 
dimostrazione di certe proposizioni fondamentali 
ritenute per lo innanzi assiomatiche. 

La prima di tali proposizioni è quella riguar- 
dante il metodo dei moltiplicatori^ e la seconda 
riguarda la dimostrazione del lemma che serve di 
fondamento alla ricerca dei massimi e minimi de- 
gli integrali, come, cioè, dall'annuUarsi identico 
dell' integrale che rappresenta la variazione si 
possa dedurre l'annullarsi identico della funzione 
sotto il segno. 

In quanto alla prima proposizione essa era stata 
ritenuta quasi come un assioma, e si era cercato 
solo di dare qualche dimostrazione della nota re- 
gola di Eulero per il caso speciale degli isoperi- 
metri (Vedi per esempio Bertrand nel Volu- 
me VII del Giornale di Liouville^ pagina 55 
[1842].) 

Del medesimo soggetto si occupò assai più tardi 
il Da Bois Reymond [Math, Ann,, XV) e di un 
caso pili generale si occupò lo Scheeffer {Math. 
Ann», Voi. XXV, 1885) ; ma fu Mayer il primo 
che nel volume seguente (XXVI) dei Math. Ann, 
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dedicò alla quistione un lavoro speciale. (Vedi i no- 
stri §§ 12, 13, 14.) Ultimamente il sig. Turksma 
ha ripreso la quistione da un punto di vista di- 
verso e ha ottenuto risultati che confermano pie- 
namente quelli derivati dal metodo di Lagrange. 
(Uatk Ann., Voi. XLVII.) 

Per ]a seconda proposizione il primo che abbia 
osservato come la dimostrazione che se ne soleva 
dare in tutti i trattati, portasse con se la neces- 
sità di ammettere certe ipotesi di continuità e di 
altra natura sulla variazione ^y che potrebbero 
non verificarsi in generale, pure continuando a 
sassistere il teorema, pare sia stato l'Heine in 
una breve comunicazione nel Voi. II dei Math. 
Ann, (1870); e dopo di lui il Du Bois Reymond 
si occupò assai più espressamente della quistione 
in un lavoro complesso, pieno di molte osservazioni 
acute e di idee nuove, ma certamente ancora molto 
incompleto, pubblicato nel Voi. XV dei Math. 
Ann. (1879). 

Passiamo ora al secondo dei problemi fonda- 
mentali, quello cioè cosidetto della seconda varia- 
zione. Abbiamo già accennato che fu Legendre il 
primo che nel 1786 pensò alla necessità di ricor- 
rere alla seconda variazione per riconoscere la ef- 
fettiva esistenza dei massimi e minimi e per di- 
stinguere questi fra loro. Legendre incorse però in 
alcune sviste, delle quali alcune corresse egli 
stesso, altre furono osservate da Lagrauge, e da 
altri come p. es. da Brunacci. (V. il nostro § 16.) 

Del resto la soluzione cui si erano arrestati 
questi autori, per la cosidetta trasformazione della 
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variazione seconda, era complicata da una nuova 
integrazione oltre quelle che già si richiedevano 
per rintracciare le possibili soluzioni di massimo 
e minimo. 

Era riserbato ad Jacobi (1837) la gloria di por- 
tare nella difficile quistione dei punti di vista as- 
solutamente nuovi, in una breve Memoria stam- 
pata nel Voi. XVII del Giorn. di Creile e ripro- 
dotta nel Voi. Ili del Giorn. di Liouville. 

Jacobi osservò che di quella integrazione si po- 
tea fare a meno, e a tale scopo enunciò senza di- 
mostrare, alcuni teoremi generali di calcolo diffe- 
renziale, dai quali potea infine ricavarsi che, dopo 
avere integrata la prima equazione differenziale 
che si presenta nel problema delle variazioni, nel 
caso di una sola funzione incognita, gli integrali 
occorrenti per 1^ trasformazione della variazione 
seconda possono ricavarsi facilmente con semplici 
derivazioni rispetto alle costanti. 

La concezione geniale di Jacobi richiamò pre- 
sto l'attenzione degli analisti, e furono Lebesgue, 
Delaunay e Bertrand i primi che intrapresero una 
dimostrazione dei teoremi di Jacobi, dei quali si 
occuparono posteriormente anche Mainardi e Brio- 
schi. (Vedi il nostro § 16.) Noi non ripeteremo qui 
l'elenco di tutti quelli ohe si occuparono dei teo- 
remi di Jacobi,' perchè un tale elenco lo faremo 
nel corso del volume in un paragrafo speciale. 

Questi teoremi rappresentano delle verità molto 
riposte, e noi non I sappiamo in che modo Jacobi 
li abbia scoperti; essi formarono ancora per molti 
anni oggetto delle considerazioni dei migliori ana- 
listi dell'epoca, fra i quali è da notarsi Spitzer che 
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portò molto avanti la discussioue della trasforma- 
zione Jacobiana, e Hesse che nella sua Memoria 
riusci a stabilire quasi tutta una nuova teoria su 
di una certa rappresentabilità delle espressioni li- 
neari nelle derivate successive di una medesima 
funzione. Alcuni dei teoremi di Hesse li abbiamo 
riprodotti nel corso del lavoro. (Vedi § 20.) 

Con Clebsch (1858) si incominciò a considerare 
il caso di un numero qualunque di funzioni inco- 
gnite, e il caso più generale, in cui fra queste esi- 
stano delle assegnate relazioni differenziali. Dello 
stesso argomento (limitato però solo al caso di un 
numero qualunque di funzioni incognite, senza sup- 
porre fra queste relazione di altra specie) si oc- 
cupò il Lipschitz con metodo diverso giungendo 
agli stessi risultati (1864); e il suo metodo fu poi 
esteso da Mayer al caso più generale indicato 
(1868); di quest'ultimo autore esistono poi ancora 
parecchi altri interessanti lavori su questo sog- 
getto. 

Il lavoro di Scheeffer {Malli, Ann, XXV, 1885) 
cerca di risolvere il problema per uria via diversa 
e più rigorosa, enei Voi. XXVI dello stesso giorna- 
le, lo stesso autore fece sulla risoluzione di questo 
problema delle osservazioni di grande importanza, 
riguardanti i limiti dentro i quali le soluzioni del 
problema possono dirsi attendibili. 

Finalmente sono ancora da ricordarsi le recenti 
ricerche di Weierstrass esposte da lui nelle sue 
lezioni a Berlino (1884) nelle quali l'autore, limi- 
tando in vari sensi la natura del problema delle 
variazioni, giunge, con metodi rigorosi, a risultati 
che possono dirsi esatti ma che, per le molteplici 
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limitazioDi introdotte, non posseggono affatto quel 
carattere di generalità, il cui raggiungimento do- 
vrebbe essere lo scopo precipuo degli ulteriori 
progressi del calcolo delle variazioni. 

Le ricerche sulla trasformazione della varia- 
zione seconda non sono certamente facili, ma la 
difficoltà è forse insita nella natura stessa del pro- 
blema. Alcuni anni fa il signor Zmurko credette 
di aver trovato nuove e più facili vie per la solu- 
zione del problema, ma i suoi lavori furono tro- 
vati erronei. 

Ed eccoci all'ultimo dei problemi avanti indi- 
cati, a quello cioè della variazione degli integrali 
multipli a limiti variabili. 

La variazione degli integrali multipli a limiti 
fissi era stata già considerata, come una applica- 
zione del metodo generale, da Lagrange, il quale 
anzi avea anche per tal via trovato l'equazione 
differenziale delle superficie minime. 

Ma il caso dei limiti variabili offriva difficoltà 
ben maggiori e di altra natura. Fu Gauss che nel 
1833 si imbattè per la prima volta in un pro- 
blema di meccanica che richiedeva la ricerca di 
un minimo di un integrale doppio a limiti varia- 
bili; il problema era: Determinare la forma 'di 
equilibrio di un liquido contenuto in un vaso di 
forma data^ e fu Poisson il primo che nel mede- 
simo anno si occupò in modo esplicito della qui- 
stione; e nell'anno seguente Ostrogradsky trovò 
una formola importante che porta il suo nome. 

La Memoria di quest'ultimo autore è anche im- 
portante per un'altra ragione, 
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Fu e^li che cominciò collo stabilire nettamente 
i concetti e le formolo di variazioni delle derivate 
parziali di funzioni di più variabili, concetti e for- 
inole che erano state stabilite erroneamente, o 
in modo aflFatto particolare. E vero che Poisson 
avea esattamente trovate le formolo di cui si parla, 
ma per stabilirle avea avuto bisogno di un arti- 
fizio coir introduzione di certe variabili ausiliarie, 
e fu Ostrogradsky che fece per la prima volta 
vedere che in siffatte considerazioni si potea non 
allontanarsi affatto dai metodi di Lagrange. 

Coi princìpi più elementari del calcolo differen- 
ziale ora le formolo di cui si parla le possiamo 
rintracciare senza la minima difficoltà, ma si ca- 
pisce che per quell'epoca esse poteano ancora es- 
sere oggetto di controversia. 

Dopo la formola di Ostrogradsky restava an- 
cora a risolvere la parte più difficile e più inte- 
ressante del problema della variazione prima do- 
gli integrali multipli; trasformare cioè la varia- 
zione dell'integrale in due parti di cui una dipen- 
dente solo dai limiti del campo d'integrazione, 
analogamente a ciò che era stato fatto da La- 
grange per gli integrali semplici. 

Un concorso bandito nel 1842 dall' Accademia 
di Parigi, cui risposero, con due Memorie, Delau- 
nay e Sarrus fece risolvere anche questo problema 
ottenendo una formola che è la estensione di quella 
già ottenuta da Lagrange, e a cui in verità avea 
vagamente già accennato Ostrogradsky alla fine 
della sua Memoria. 

Ridotta la variazione prima alla forma più op- 
portuna veniva spontaneo l'occuparsi della varia- 
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zione seconda il cui studio, come si sa, è indispen- 
sabile per risolvere completamente il probleii^a del 
massimo e minimo. 

Abbiamo ^ià detto che Clebsch fa il primo che 
si occupò di estendere le considerazioni di Jacobi 
ad un caso più generale; ora aggiungeremo che 
fu appunto a proposito di tali ricerche che egli 
trovò modo di occuparsi anche della variazione 
secouda degli integrali multipli (1859); sullo stesso 
soggetto sono poi anche da ricordarsi i pili recenti 
lavori di Sabinine (1870-78-90. 

Ricordiamo infine che un recente lavoro di Kobb 
(1893) cerca di estendere a^li integrali multipli , 
considerazioni analoghe a quelle già fatte da We- 
ierstrass per gli integrali semplici, ma è quasi inu- 
tile raggiungere che la teoria della variazione degli 
integrali multipli lascia ancora molto a desiderare, 
e non poche ne piccole sono le lacune che essa 
presenta; è naturale che tutte le difficoltà le os- 
servazioni critiche e le obbiezioni che si presen- 
tano per gli integrali semplici, si ripresentano in 
quantità assai maggiore per gli integrali multipli. 

Passiamo finalmente a dire qualche cosa sulle 
limitazioni che nella natura delle soluzioni impon- 
gono i procedimenti del calcolo delle variazioni, 
e sulle cosidette soluzioni discontinue. 

In vari paragrafi durante il corso del libro ab- 
biamo fatto notare come, per potere eseguire le 
varie trasformazioni che conducono poi alle for- 
mule ordinarie del calcolo delle variazioni, occorre 
supporre nelle funzioni incognite delle proprietà 
speciali, e principalmente la continuità per esse 
per le loro derivate. 
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Ne viene che se il problema di massimo e minimo 
ammette una soluzione con una funzione non con- 
tinua, ovvero che, pure essendo continua, non è a 
derivata continua, e che quindi, rappresentata me- 
diante una curva, questa possiede un numero finito 
anche un numero infinito di punti singolari 
(nodi), allora il procedimento ordinario non potrà 
indicaìrfe questa soluzione. 

8i presenterebbe quindi il problema di ricercare 
un altro metodo 'col quale si potessero includere 
anche siffatte soluzioni discontinue; ma bisogna 
dire che in tale indirizzo il progresso fatto finora 
è assai limitato. 

Un tema proposto dall' Università di Cambridge 
nel 1871, dette occasione ad un grosso volume di 
Todhunter, relativo a questo argomento (Eesear- 
ches in the calctdus of variations, principally on 
thetheorj/ of discontinoiis solutions. hondoiì^ 1871); 
ma l'autore si perde in molti dettagli e in molti 
esempi, e non giunge in fondo a nessuna conclu- 
sione generale. 

Altri lavori su questo argomento sono: 

Cayley, On a prohlem in the calculus of va- 
riationSy etc. (Proc, of Lond. Math. Soc,^ III, pa- 
gina 221 (1871); 

WiLKiNSON, Review of Todhimter^s researches^ 
etc. Messenger, 2.» s. Voi. Ili, pag. 184 (1874); 

Erdmann, Ueber unstetigen Losungen in der 
Variationsrech {Creile, Voi. LXXXII, pag. 21 
(1876)). 

Recentemente Starkoflf ha creduto d'aver tro- 
vato un metodo generale per comprendere le so- 
luzioni discontinue, e ha pubblicato su questo ar- 
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gomento dei lavori in varie riviste. {Bull. Soc. 
Math,^ 1884 ; Rend. di Palermo. Voi. II, Società \ 
di Odessa, 1884-85, ecc.) 

^ Le sue considerazioni però sono ovviamente er- 
ronee, come ha fatto notare Sonine e poi August. 
(Vedi il nostro § 30.) 

Una speciale menzione dobbiamo fare a questo 
proposito del lavoro di Du Bois Reymond {Math. 
Ann, XV) ; basta leggere quel lavoro, che del re- 
sto è da considerarsi come un tentativo, per ve- 
dere quante sono ancora le incertezze e le imper- 
fezioni che restano nella teoria delle variazioni. 
L'autore imprende a considerare un solo proble- 
ma, UDO dei più semplici, quello della linea di 
minima lunghezza, e seguendo passo per passo lo 
svolgimento di questo problema, fa delle conside- 
razioni critiche della maggiore importanza sui 
vari procedimenti che bisogna adoperare e sui li- 
miti dentro cui essi sono applicabili. 

Per completare la nostra rassegna storica oc- 
corre ancora far menzione di quelli che si sono 
allontanati, in vari modi, dai metodi generalmente 
usati. 

Citeremo p. es. il signor Challis che nel 1871 
pubblicò nel Phih Magaz, (4.* serie. Voi. XLII, 
pag. 28) un lavoro la cui idea principale era que- 
sta: anziché trovare direttamente la curva, tro- 
varne prima l'evoluta, e da questa risalire poi al- 
l'evolvente. Questo lavoro sollevò delle polemiche 
cui presero parte Cayley e Todhunter; ecco i la- 
vori che vi si riferiscono: 
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Cayley, On a supposed new integration of dif- 
ferential equat. of2. order, {PhiU Mag.^ Voi. XLII, 
pa^. 197); 

Challis, In reply to Prof. Cayley, (Idem, pa- 
gina 302) ; 

ToDHUNTER, On a problem^ etc, (Id., pag, 440). 

Challis, On the solution of three problems in 
the calciilus of variations^ in reply to Mr. Tod- 
hunter. PhiL Mag., 1872. 

Noteremo aucora a questo proposito i lavori di 
CuRVELWEL, Besearches in the calculus of va- 
rial, {Proc. Lond, Math. Soc. Voi. XXIII, p. 241 
(1892) e Voi. XXV. pag. 361 (1894), nei quali l'au- 
tore si propone di stabilire la teoria dei massimi e 
minimi a limiti fissi e a limiti yariabili, abbando- 
nando i procedimenti analitici, e fondandosi su 
basi geometriche. 

Prima di terminare questo riassunto storico dei 
progressi fatti nel calcolo delle variazioni, sarà 
pregio del nostro lavoro indicare la maggior parte 
dei trattati e saggi storici finora comparsi su que- 
sta teoria. 

Uno dei primi trattati sul calcolo delle varia- 
zioni pare sia stato quello di Lacroix, contenuto 
nel suo celebre Calcolo differenziale e integrale^ 
di cui la prima edizione apparve nel 1797 e la 
seconda nel 1814. Il calcolo delle variazioni oc- 
cupa quasi 100 pagine del secondo volume. 

Quasi contemporaneamente apparve in Italia il 
Corso di matematica sublime del Brunacci (Fi- 
renze 1808) di cui quasi 100 pagine del IV vo- 
lume sono dedicate alle variazioni, in Inghilterra 

Pascal. 2 
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il trattato : Woodhouse, A Treatise on Isoperime^ 
trical Problems and Calculus of Variations. Cam-i 
bridge, 1810, e in Ge1*mania Buquoy, Eine eigene 
Darstellung der Grundlehren der Variationsrech" 
nimg^ 1812. 

Posteriori sono i due trattati di Dirksen (Ber- 
lin, 1823) e di Ohm (Berlin, 1825) citati molto 
dagli autori dell'epoca; di cui il secondo è in 
qualche punto sbagliato (v. p. es. la Memoria di 
Jacobi nel voi. XVII del Giorn, di Creile) ; V Essai 
historique di Choisy (1823), e la Commentatio 
Historia mcalculi Variationum^ etc. di Graeffe pre- 
miata dall'università di Gòttingen nel 1825. 

Dopo di questi si succedono per ordine di 
tempo : 

Bordoni, Lezioni di calcolo sublime, Milano, 
1831 (da pag. 192 a 298 del Voi. II); 

MoMSEN, Elementa calculi Variationum^ etc. Al- 
tona, 1833; 

Abbat, a Treatise on the Calculus of Variat. 
London, 1837; 

Almquist, De Principiis Calculi Variationis. 
I e IL Upsal, 1837; 

Senff, Elementa Calculi Variationum, Dorpat, 
1838; 

BauuN, Manuale di Calcolo di Variazioni. Odessa, 
1848 (in russo); 

Strauch, Theorie und Anwendung des sogen- 
nanten VariationscalcuVs. Zurich, 1849; 

Jellett, An elementari/ treatise on the Calcu- 
lus of Variations. Dublin, 1850. Questo trattato 
fa tradotto in tedesco per cura di Schnuse 
(Braunschweig, 1860); 
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Stegmann, Lehrbuch der Variationsrech,, etc. 
Kassel, 1854; 

PopoFF, Elementi di calcolo di variazioni. Ka- 

n, 1856 (in russo); 

Meyeb, Nouveaux éléments du Calcul des va- 
'iations. Liège et Leipzig, 1856; 

Simon, Die Theorie der Variatiomrechnung. 
fcrlin, 1857; 

GiESEL, Geschichte der Variationsrechnung. 
Torgau, 1857; 

LiNDELoPF-MoiGNO, Calcul dcs variations. Pa- 
ris, 1861; 

Natani, Die Variationsrech. Berlin, 1866; 

DiENGEB, Grundriss der Variationsrechnung. 
Braunschweig, 1867; 

Carll, Calculus of Variations. New- York, 1885 ; 

Waschtschekko - Zakhartschenko , Calcolo 
delle variazioni (in russo). Kiew, 1889; 

Sabinine, Calcolo delle variazioni (in russo). 
Moskau, 1893. 

Trattati recenti speciali sul calcolo delle varia- 
zioni, non ce n'è, ch'io sappia, quasi alcuno, se 
8Ì eccettuano alcuni trattati scritti in lingua russa, 
bell'elenco soprascritto non abbiano segnato i mo- 
derni trattati di calcolo infinitesimale nei quali 
naturalmente si trova sempre la parte relativa 
alle variazioni, qualche volta anche trattata con 
una certa estensione. (Vedi p. es. il trattato di Jor- 
dan e di altrir) 

Infine dobbiamo fare particolare menzione di 
tti libro di ToDHUNTEE, A History of the prò- 
ftm of the Calculus of variations during the 
tdnetemth century^ Cambridge, 1861. 
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In questo libro di 530 pagine l'autore si prdj 
pose di fare la storia della teoria a cominciare 
Lagrange. 

Indubbiamente è un libro in cui si può trova; 
materiale abbondantissimo, ma l'autore intende 
storia ne più ne meno che come uua cronai 
Egli non fa altro che disporre tutti i lavori d 
vari autori per ordine di tempo, e riprodurre 
sunto delle cose in essi contenute; gli acc 
quindi di dover ripetere un grandissimo numen 
di volte le stesse cose; ogni volta che ha U0 
Memoria nuova da esaminare, egli torna sempr 
daccapo a ripetere i princìpi e le notazioni fon 
damentali seguendo passo passo , quasi sempr 
colle medesime parole, l'autore di cui tratta ; ali 
volte non fa altro che tradurre addirittura tutti 
il lavoro, se si tratta di un lavoro breve. 

Avrebbe certamente fatto opera assai più utili 
e più geniale se quelle 500 e più pagine del vo* 
lume le avesse occupate a stabilire la vera dipen* 
denza storica di un lavoro da un altro, a mostrare 
come si sono andate sviluppando le idee sui vari 
particolari problemi della teoria, ed a esporre dei 
vari lavori solo quella parte che veramente è im- 
portante e che ha servito a far progredire 1« 
scienza, e trascurando quella che deve essere di- 
menticata. Ciò non toglie che il libro del To-i 
dhunter può rendere sempre dei servigi, e ne ha 
reso anche a me, ma credo fermamente che non 
possa considerarsi qualcosa di più di un indice 
bibliografico. 
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§ 1. — Considerazioni preijIMinaht. 

Sia y una funzione di rr, y = f(x). 

Per intendere meglio il concetto che vogliamo 

ssare ad esporre immaginiamo la rappresenta- 
ione geometrica di questa funzione nel modo so- 
tto mediante uua curva f. 

Immaginiamo poi una serie di curve di cui la 
a limite sia proprio la f data, e consideriamo 

a delle curve di siffatta serie, e sia f^^ i cui 
unti corrispondano univocamente a quelli di f in 

odo che la distanza fra due punti corrispondenti 
infinitesima. Il valore della funzione y può va- 
iare per effetto di tre circostanze fra loro diverse. 

Può farsi variare il valore di y : 

1. Perchè si fa variare la x corrispondente; 
allora dal punto P si passa ad un punto P' della 
nedesima curva f, 

2. Perchè si muta la funzione f nella fun- 
aone fi; allora dal punto P si passa ad un pun- 
Pi della curva fi ; i due punti P, P^ hanno però 
la stessa ascissa la quale è restata inalterata. 

3. Perchè si muta la funzione f e contempo- 
laneamente si muta l'ascissa x; allora da P si 
lassa ad un punto P\ situato sulla curva /*!, ma 
ton avente con P la medesima ascissa. 

Il cangiamento che subisce la y nel primo caso 

Iia rapporto con ciò che si è chiamato nel calcolo 
iifferenziale^ il differenziale della funzione y, e la 
natura di tal rapporto è nota appunto per i fon- 
damenti di quel calcolo. Si sa cioè che il cangia- 
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^ _-^ 

into di y nel primo caso è una somma di ini 
eeimi di cui quello di ordine mioimo ha preci 
neute la espressione indicata col nomf; di difft 
iziale di y. 

Rvidentemeute anche nel secondo caso il non 
imento che subisco )/ è uti infinitesimo, ma i 
sitrario perchè è arbitraria la cnrva y — f\{x 
e noi Togliamo sostitaire alla cnrva y = f[x] 
valore di tal cangiamento Io chiameremo va 
izione di y e per analogia lo indicheremo co 
iibolo S y. 

È comodo porre questo S y arbitrario sotto li 
Tueiite forma: 

ve ^ ix) è un' arbitraria funzione di ^e, e E « ì 
a quantità che tende a zero; così ai è posto ìd 
ita la proprietà di ò y di tendere a zero, e l'altra 
iprietà di esaere arbitraria. 
B da notarsi però che sotto questa forma la va- 
.zione è speciale; la quantità Sy rappresentala 
ferenza fra le ordinate y],y delle due curve in- 
ìtamente vicine; ora non si può affermare che 
e differenza si possa sempre scomporre nel pre- 
tto di una funzione di sola :r, per una quantità 
idente a zero che chiamiamo 2«; potrebbe per 
impio facilmente immaginarsi il caso in cui la 
izione ^ contenga anche la quantità S >, pure 
Idisfaceudo alla condizione che il prodotto 

ida a zero. i 

Del resto immaginando la variazione sotto la' 
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forma indicata si soddisfa ad un^altra proprietà 
fondamentale cui essa deve soddisfare, e cioè che 
non solo essa, ma anche tutte le sue derivate ri- 
spetto ad X tendono a zero con 5 a tendente a zero. 

Ed infatti se le due curve infinitamente vicine 
devono tendere a coincidere, è naturale che p. es. 
tenderanno a coincidere anche le loro tangenti e 
quindi dovrà tendere a zero anche la variazione 
della derivata di y rispetto ad a?, e così di seguito. 

Se noi invece supponiamo che X contenga S a, 
non sempre si potrà soddisfare a questa condizio- 
ne ; se p. es. 

8 1/ -= 8 a sen r— 

a 

si ha bensi che 8 y tende a zero con 8 a ; ma la 
variazione di y^ essendo 



J/'i — 2^' = 5!/' = cos 



X 



non tende a zero. 
Un'altra osservazione è importante. 
Avendo posto la variazione sotto la forma 

8 a . X (a;) 

si è venuto a limitare (come si è già detto) la specie 
della curva variata^ la cui equazione verrà ad es- 
sere y ='f ipo) H- 8 a . X {x). La sola coudizione cui 
finora deve soddisfare X [x) è di essere una fun- 
zione finita per qualunque co del campo che si 
considera, altrimenti non può più dirsi che la va- 
riazione sarà infinitesima, cioè tenderà a zero. 
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Sottoponendo la variazione ad altre condizioni, 
p. es. volendo che ^ (x) sia una funzione continua, 
si viene a limitare sempre più la natura della ' 
curva variata. Ma potrà accadere che per giun- 
gere a certi risultati sotto una forma semplice, 
ovvero per la speciale natura dei problemi parti- 
colari che si trattano, sia necessario ed opportuno 
limitare la natura della variazione, ovverosia di 
X (.r). Ma resta sempre inteso, che ciò corrisponderà 
ad escludere certe categorie di curve fra quelle 
cui la curva y = f(x) può con cangiamenti infini- 
tesimi trasformarsi punto per punto. 

Ciò non toglie però che in altri casi la limita- 
zione che si viene implicitamente ad introdurre 
possa condurre ad errori. Vedi su ciò le acute con- 
siderazioni di ScheefFer. (Math. Ann» 26, pag. 197; 
Leipz. Berichfe. (1885. pag. 92). 

Passiamo ora a considerare il terzo dei casi 
succitati, il quale è anche il più generale. 

Immaginiamo due archi di curve infinitamente 
vicini, e stabilita in un modo qualunque una cor- 
rispondenza continua fra i punti dell'una e quelli 
dell'altra. Se i punti corrispondenti sono quelli 
aventi la medesima ascissa, allora la corrispon- 
denza è quella contemplata nel secondo caso; se 
invece le ascisse sono diverse, allora la differenza 
delle due ascisse di due punti corrispondenti sarà 
la variazione di x che indicheremo con ^ x^ e ìa 
differenza delle due ordinate, a meno di infinite- 
simi di ordine superiore, sarà la variazione di y. 

Se l'equazione della seconda curva è, come sopra, 

y = t i(^) + ^ C^) ^ ^ 
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e se è ari l'ascissa del punto sulla seconda curva 
corrispondente al punto di ascissa x sulla prima 
curya (la cui equazione è y = f{x^)^ la differenza 
delle due ordinate è 

\fix{)+y^ix,)^r]-fix) 
ed essendo 

(Xi — x='ò x] 

dove oi, ojj sono infinitesimi di ordine superiore, 
rispetto a Sa, Ix che li supponiamo del medesi- 
mo ordine, si ha la variazione di y espressa con 

nella qual formola si sono trascurati gli infinite- 
simi di ordine superiore, giusta la data definizione 
a variazione di y nel caso generale. 

Passiamo ora a vedere come si esprime la va- 
riazione della derivata y^ di y nel caso generale. 

Si ha, come sopra, che la variazione o j/' sarà 
l'assieme dei termini infinitesimi di ordine più 
in 



Intanto 

X' (a-i) 5 oc = X' (a:) a a 4- w 

dove w w^ sono infinitesimi di ordine superiore, 



i>V' 
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1 



dunque possiamo scrivere 

Similmente si otterrebbero 5y", 8t/"', ecc. 

Dalla definizione si ricava subito una proprietà 
fondamentale ed è che sono invertibili i due sim- 
boli d'operazione rf e 5, di differenziale e di va- 
riazione. 

Cominciamo a vedere la cosa per la semplice 
variabile x. 

La variazione di x sarà la differenza fra due 
valori di x; cioè p. e. per un certo a? si ha 

S a? = a^i — X 

e la variazione ài dx per il medesimo a) sarà 
quindi 

^ dx = dxi — d X. 

Ma intanto dalla formola di sopra si ha, diffe- 
renziando 

dox = dXi — dx 

dunque 

d S 07 == 8 rf .r. 

Ciò fissato, dalla formola 

^y=zl{x)hoi +yòx 

differenziando rispetto ad a?, si ha 

dò y = V (x) d xò OL -\- y'' d X ^ X + y' d^ X. 
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D'altra parte abbiamo trovato sopra che 

Qaesta forinola insieme all'identità 

l{dy) = ^(y' dx) = dx^y' ^ y'^dx 

eliminando ^y\ dà 

l d y = ^' (x)l X d X ^- y*' ^ X d X -r y' ^ d X 

e» per la già dimostrata permutabilità dei simboli 
d Q l sulla variabile a?, si ha infine 

dly — ldy. 

Analogamente si dimostrerebbero le identità 

dZy'=zldy' 



Nel calcolo differenziale, il differenziale della 
variabile indipendente è arbitrario ed è invece da 
questo dipendente il differenziale della funzione. 

Nel calcolo delle variazioni, il differenziale di- 
venta ciò che si è chiamato la variazione^ e l'ar- 
bitrarietà che nel calcolo ordinario era nel diffe- 
renziale della variabile indipendente, qui invece è 
non solo nella variazione della variabile indipen- 
dente, ma anche in quella della funzione. 

Per immaginare qualcosa la cui variazione sia 
dipendente da quelle date come arbitrarie, e che 
quindi in certo modo compia, nel calcolo delle va- 
riazioni, lo stesso ufficio di quello che nel calcolo 
ordinario compie la funzione^ immaginiamo una 
funzione F di n?, «/, y\ y^ . . . Questa funzione F 



28 § 1, — Considerazioni preliminari. 



1 



la immaginiamo ora e sempre una funzione deri- 
vabile dei suoi argomenti. 

Diamo ad a?, l'incremento A ir = ò ^r, e ad y l'in- 
cremento ^y = y\ — t/ = ^J/4-6; la F subirà un 
certo incremento infinitesimo di cui^ al solito^ Vin- 
finitesimo di ordine minimo è ciò che chiameremo 
la variazione di F^ e indicheremo con o F. 

Formiamo il differenziale di F quando si danno 
alle variabili xy y\ . , ài cui F è funzione, gli in- 
crementi 

abbiamo 

dF ^ dF . d F ^ . 

doo dy dy 

ed essendo 

S.vz=lx, A y - a y + e, A j/' = 3 t/' 4- e', . . . 

e trascurando gli infinitesimi di ordine superiore 
resta infine 

d ^ dì/ cy 

Come generalizzazione del teorema della inver- 
tibilità, sopra dimostrato, si vede subito che in 
generale 

d^F=òdF 

se F è funzione per la quale sussiste il teorema 
della invertibilità delle derivazioni rispetto ai suoi 
argomenti 
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Giacche calcolando d^ F e poi od I\ e ricor- 
dando che 

dòx — odx, d^t/ =^tdt/, d^y' = ^dì/.... 

si trovano due espressioni eguali. 

Sostituendo nell'espressione della variazione di 
Fy per ^ y 5 ?/'... ; i loro valori si ha 

idi/ oy ) 

di cui la seconda parte è evidentemente la varia- 
zione di i^nel caso particolare in cui la x si con- 
servi invariata. 

Osservando allora che la espressione contenuta 
nella prima parentesi è la derivata totale di F ri- 
spetto ad ^', abbiamo il risultato: la variazione 
dì F nel caso generale è sempre eguale alla somma 
della sua variazione nel caso particolare in citi x 
non variif e di un^ espressione che è il prodotto 
della derivata totale di F rispetto ad x^ per B x, 

E naturale che tutte le considerazioni fatte pos- 
sono estendersi al caso più generale in cui la F^ 
anziché contenere una sola funzione .v di ^ e le 
derivate di essa, contenga più funzioni ?/, 2:, . . . e 
le loro derivate. 

Gli ordinari princìpi del calcolo differenziale 
bastano per trovare le formolo riguardanti questi 
casi più complessi. 



m-- 
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§ 2. Vabiazione di un integrale definito 

semplice. 

1 

Cominciamo dal caso più semplice in cui sì 
debba calcolare la variazione dell'integrale 



j 



X' 



ydx 



dove y si suppone una funzione di x. 
Supponiamo prima che x sia invariabile. 
La differenza 

J^x" fjli'f 

(2/ + B 2/) rf a; - I p d ^v 



X' 



è eguale a 



I ^ydx. 



X 



Quindi è evidente che la variazione dell'inte- 
grale in questo caso cosi semplice è eguale sen- 
z'altro air integrale della variazione della funzione 
sotto il segno. 

Supponiamo ora un integrale definito della se- 
guente forma 

Jx'' 
F xuy\.,)dx. 
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Diamo ad yy\.. gli incrementi 



La funzione F che si suppone continua^ si ac- 
•esce di 



^F 



0) 



[ove w è un infinitesimo, di ordine superiore ri- 
cetto a òa. 
L'integrale I si accresce quindi di 










X' 



Se il secondo di questi integrali è un infinite- 
\imo di ordine superiore rispetto a Sa, allora la 
Variazione dell'integrale è esattamente 



; 



X' 



,ft 



IFdx 



ioè la variazione delV integrale è eguale alV inte- 

1 le della variazione, 

la condizione posta si verifica nella maggior 
te dei casi ordinari; e per convincersi di ciò 
ta fare la seguente considerazione, 
apponiamo che alla funzione F possa appli- 
ìi la formola del valor medio estesa sino alle 
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2.® derivate, cioè che si abbia 

F(x,y + òy, y' -h 8 2/', . . .) - F{x II 2/' . • .) = 
[dF ^ .BF. . \ , (d^F. 2 \ 

\32/ 82/ ì ^dy lì 






dove nella seconda parentesi si intende che ii 
luogo di y y' . .. bisogna porre 

essendo ^ G' dei numeri compresi fra e 1. 

La prima parte del secondo membro è 8 i^' e h 
seconda parte è w; sostituendo i valori di 

si vede che in w comparirà per fattore 8 a^. 
L'integrale di m diventa allora 







X' 



y'+eòt/ 



Ora se T integrale che forma il secondo fattori 
di questa espressione non tende alV infinito (il ch< 
p. es. si verifica quando per ogni sistema di va* 
lori yy'.*. compresi fra 



y e t/ + òy 



il suo valore assoluto si mantiene inferiore ad uj 
numero finito), allora possiamo conchiudere oh< 
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l'integrale di «» è infinitesimo di ordine superiore 
rispetto a ÒQ(. 

Per una considerazione assai simile a questa si 
possono vedere le pag. 449-450 del 1.° volume 
della recente opera di Stolz : Grundziige der dif- 
ferential und Integralrechnung, 

Passiamo ora alla variazione di un integrale de- 
finito quando però i limiti d' integraisione sono 
variabili. 

Sieno a?' x^^ i limiti e debbano diventare 

x' -^ 8 x', x'' 4- 8 x'\ 

La variazione dell'integrale è data dall'assieme 
degli infinitesimi di ordine minimo in 






F{x yy\.^dx 



dove A y, A y' . . . sono proprio gli incrementi che 
ricevono y y' »»* quando dai singoli punti della 
curva y = f{x) primitiva passo a quelli corrispon- 
denti della curva variata 

Nel primo di quei due integrali facciamo il 
seguente cangiamento di variabile indipendente; 
poniamo 

x = t + ^t 

Pascal. 3 



•-S. 
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doye § t sia una funzione infinitesima di t colla 
eondìzione di diventare egaale agli stabiliti yalori 
Sa?', Sa;'' quando t diventa oc'^ x'\ 

Se allora facciamo t = x\ 'x diventa ic' -h S x\ 
e così facendo t = a?", a? diventa ^" -h 8 a?" ; quin- 
di i limiti deir integrale diventano semplicemente 
0?' e w'\ 

La funzione sotto il segno integrale resta tutta 
una funzione di < + S ^ che chiameremo 

e si ha 



; 



X' 



^{t + lt)d{t + ^t) 



e ponendo x in luogo di ^ si ha 



r 4^(a?+8a;)(rfa? + d8ir). 



Essendo 

^ (a; + 8 a?) = ^ (a?) + ^' (a;) 8 0? + w 
^i ha, sviluppando, 



«' a?' 



cioè 



J *(x)rfa?-f-U(a?)dirr + . . . 
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Esaminiamo ora il valore della funzione 4> (a;). 
Essa è, per le apposizioni fatte, egaale a 

(or» » 

|-Ay + ,..j + a>, 

ed essendo A y = 8 y + e, . . . si ha 

dove «' è infinitesimo di ordine superiore, e 8 7<^ è 
la variazione di F nell'ipotesi di a? invariabile. 
Sostituendo abbiamo dunque 

("«" ras" r la?" 

FdcD+ì ^Fdcc+ÌF^ooì +Q 

e quindi la variazione dell'integrale sarà 

lFdx^r\Flx 



X' 



I procedimenti qui fatti e che sono quelli che 
si trovano ordinariamente nei trattati sono molto 
lungi dal presentare quel rigore che si richiede 
oggidì nei procedimenti analitici; non poche sono 
le condizioni occorrenti perchè si possa affermare 
con sicurezza che la formola da noi data per la 
variazione dell'integrale è esatta; essa certamente 
vale per le fuuzioni più ordinarie; ma su questo 
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argomento il progresso ohe si è fatto anche cogli 
ultimi studi non è grande. 

Consideriamo ora ancora un caso più generale. 
Supponiamo che F oltre contenere ìt, y, y, . . . 
contenga ancora i limiti dell'integrazione x' x'\ 
Questo caso può capitare in vari problemi. Si in- 
contra p. es. nel problema della brachistocrona 
quando non si fissa il punto iniziale, ma si fissa 
solo la curva su cui questo deve trovarsi, problema 
sul quale lo stesso Lagrange cadde in errore (v. 
§ 31). Allora la variazione prima dell'integrale è 
data dall'assieme dei termini di ordine minimo in 

x''\-8x' 

F{x, x\ x^\ y, y\..,)dx. 

Possiamo ripetere gli stessi procedimenti sopra 
eseguiti, e giungere a trasformare il primo ter- 
mine di questa differenza in 

Cx" r la:» 

I <t> (x)dx\\<ì>(x)lx\ 
dove però ora ^ ('/) è 

= F(ic, x\ x'\ y,y' ...)^ 



3^' 

+ . . . 
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Sostitaendo e sopprimendo al solito i termini di 
ordine superiore al primo, resta la variazione del- 
l' integrale sotto la forma 



/a?" 



^Fd(V-\- 



a?' -^ 

Nel secondo integrale le quantità ^x\tx'^ pos- 
sono porsi faori il segno d' integrazione perchè esse 
non dipendono da x. Si hanno così i due termini 

x' x' 

i quali si riuniscono cogli analoghi 

che sono con^presi nell'ultima parte della variazione. 



§ 3. Tbasfosmazioke della fobmola belativa 

ALLA VABLìlZIONE DI UN INTEaBALE DEFINITO. 

Cominciamo col trasformare la formola rela- 
tiva alla variazione di un integrale definito. 
Ponendo 

dy 

dy 
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Pespressione di S jP diventa 
e quindi 

Jx" 
M'^y' dco^- . . . 



i X 



a;' 



X 



• Gli integrali che qui figurano devono intender! 
in questo senso, che cioè in M^ y si sostituiscane 
per y i/' ,, » le loro espressioni in x, e poi si cal^ 
coli l'integrale. 

Inoltre le variazioni ^y 8 ?/'... che figurano ii 
questa espressione sono quelle prese nell'ipotes 
di X invariabile; quindi possiamo scrivere 



sy' 



rf.-r dx due 



e perciò, integrando per parti 
(ld'8ydx=(M'd^y = M'Ìt/-S^^yd 

(M"^"dx=(M"dòy'=M"h'-j^^^y'di 



-«■'"■ --f^'y*] 



d^M 
dx^ 



II 



8yi 



Si vede di qui che applicando consecutivamenl 
e opportunamente le integrazioni per parti e il 



r 
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principio della invertibilità dei segui rf e 5, si può 
giungere a trasformare l'espressione di S J in modo 
che sotto il segno integrale non ci comparisca che 
solo la variazione S ^, e non le variazioni delle de- 
rivate cioè 

A meno dei due primi termini, l'espressione di 
S / verrà sotto la forma 

[ dee ' dx^' ì , 



X 



X 






PT-- dM' , cPM" 1, , 



X' 



Aggiungendo ancora i due primi termini, e po- 
nendo per semplicità 

V dco J 

i dee J 

l dx J 
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1 



possiamo infine scriyere Tespressione di §/ sotto \ 
la forma i 



X' 



r 



H^ydx 



X 



intendendo col simbolo 



[ r: 



af 



la difi'erenza dei valori dell'espressione racchiusa 
in quella parentesi quando in luogo di x si pone 
una volta a?" e un'altra volta a)\ (si intende che 
yy' .. . devono anch'esse in corrispondenza cam- 
biare i loro valori nel primo e nel secondo caso). 

Osserviamo che la parentesi del secondo mem- 
bro conterrà sino al termine in oy(^) se l'espres- 
sione F contiene i/(^+i) ; quindi se F contiene solo 
sino ad y', allora quella parentesi conterrà solo i 
due termini in o a? e S y. 

Se la F in luogo di contenere solo la y, conte- 
nesse ancora altre funzioni z^ u^ ... di a? e le de- 
rivate di esse, allora con un calcolo simile si ot- 
terrebbei per 8 1 un'espressione nella quale vi com- 
pariscono altri termini formati precisamenti come 
quelli già scritti, e relativi, anziché alla variabile y^ 
alle altre variabili z. té,., , 



r 
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Propriamente sì ottiene 



X 

+ 1 {Hi^y + Hilz I .. .)dx 



0? 



dove il numero dei termini sotto il segno integrale 
è eguale al numero delle funzioni y, 0, . . . e inoltre 
se in jFIe derivate di y compariscono sino a quella 
di ordine r, quelle di z sino a quella di ordine s, 
e cosi seguitando, nella prima parte di questa 
espressione l'ultimo termine della prima linea sarà 
jK\(»— i)8y(*— 1), l'ultimo della seconda linea sarà 
ir,(«-^) S ;&(»-!) , eco. Infine le Zg -K^'g . . • Bg hanno 
le stesse espressioni di Ki K'i .. . Hi solo mu- 
tando y in z. 

Nel caso particolare in cui la curva variata 
abbia gli stessi estremi della curva primitiva 

e che questi estremi sieno a' x^\ allora evidente- 
mente per x^ x' e a? = x^\ le variazioni ir òy 
sono zero ; e perciò, se F non contiene che solo 
la y' e non le derivate seguenti, nell'espressione 
della variazione sparisce il primo termine, e re- 
sta solo il termine integrale. 

Lo stesso si avrebbe se la curva variata non 

solo ha gli stessi estremi della primitiva ma anche 

le stesse tangenti in tali estremi, e inoltre se F 

; contiene le derivate solo sino ad y''; e così di 

seguito. 
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§ 4. OSSEBVAZIONI SULLE CONDIZIONI 

COLLE QUALI SONO VALIDE LE TEASFORMAZIONI 

ESEGUITE NEL PJBBCEDBNTE PABAGfiAFO. 

Nel precedente paragrafo abbiamo eseguite delle 
integrazioni per parti. Ora perchè queste sieno 
valide occorrono delle condizioni che noi vogliamo 
qui passare rapidamente ad esaminare. 

Per fissare le idee supponiamo che la F con- 
tenga solamente scyy\ Allora per la trasforma- 
zione precedente Tunica integrazione per parti sarà 
quella rappresentata dalla formola 

Perchè possa applicarsi questa formola è neces- 
sario p. es. che la M ' sia derivabile in tutto V in- 
tervallo che si considera cioè da x^ sino ad a?". 
Ora siccome F e quindi M^ M^' . . . sono date come 
funzione di x yy' ... ^ anche supposto che F sia 
una funzione continua e derivabile dei suoi argo- 
menti^ non se ne può ancora dedurre che 

dy 

sia derivabile rispetto ad x. Il porre la condizione 
di tale derivabilità equivale a limitare la natura 
delle funzioni y q y Ai x. 
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Per fissare le idee supponiamo che la y' sìa an- 
cora derivabile cioè che esista la p^^; posto poi 
che le derivate di- M^ rispetto ad y e y' sieno 
fanzioni continue, sappiamo che allora sussiste il 
cosidetto teorema delle funzioni composte e quindi 
esiste la derivata di Jf ' rispetto ad a?. Ecco che 
poste queste condizioni, restano escluse quelle fun- 
zioni che non posseggono la derivata seconda. 

Abbiamo voluto fare queste osservazioni per 
far vedere che perchè possano ritenersi validi i 
procedimenti eseguiti, bisogna intendere posto per 
la funzione y delle nuove limitazioni nella sua 
natura. 

Per le considerazioni di questo paragrafo si può 
vedere Du Bois Reymond, Math, Ann. Voi XV, 
pag. 294. 



§ 5. Lemma fondamentale per il calcolo 

delle variazioni. 

Lo studio che vogliamo fare in questo paragrafo 
è il seguente : 
Supponiamo che l'integrale 



dove 



I 



rr ^r àW dM(^> 

dx d x^ 
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sia zero, qaalunqae aia il valore che si assegni per 
la yariazione § y. Che cosa allora possiamo dedurre 
per il valore della espressione H? 

Se la variazione o t/ la si deve immaginare com* 
pletamente arbitraria, allora si può senz'altro ri- 
petere il ragionamento che si trova riprodotto in 
tutti i trattati antichi riguardanti il calcolo delle 
variazioni. Poniamo cioè 5 y = ff, e allora si ha 
un integrale di una funzione costantemente posi- 
tiva, e questo non può essere zero, se H^ non è 
zero per tutti i valori di w. 

Dunque in questo caso dall'annullarsi dell'in- 
tegrale risulta senz' altro l'annullarsi della fun- 
zione R. 

Ma supponiamo che la variazione 3 y non debba 
più essere arbitraria in senso assoluto; sibbene 
debba essere sottoposta semplicemente alla condi- 
zione d'essere continua; debba cioè essere conti- 
nua la funzione ^ 'or) il che p. es. è implicita- 
mente ammesso quando ammettiamo l'esistenza di 
À'(a?); allora non si può più porre S t/ r- JET alme- 
nochè non si supponga che ÌS sia funzione con- 
tinua di X, 

Fatta questa ipotesi, la quale naturalmente porta 
una limitazione sulla natura della funzione y, può 
dedursi, nello stesso modo come sopra, il teorema 
che, dall' annullarsi dell' integrale risulta l'annul- 
larsi di JET. 

Supponiamo invece che H non sia continua, e 
cambii segno nei punti a^ ag . . . in numero finito. 

Allora noi possiamo prendere per 8?/ l'espres- 
sione continua 
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che anche cambia segno nei medeBimi punti, e 
l'integrale proposto risulta quello di una funzione 
di segno costante; onde l'integrando deve essere 
zero, e quindi H^O in generale^ cioè a meno di 
speciali punti délV intervallo d'integrazione giac- 
ché si sa che T integrale non muta valore, se in 
dati punti dell'intervallo mutiamo il valore del- 
l'integrando. 

Supponiamo infine che ^ y debba essere sotto- 
posto a condizioni di altra specie, p. es. che debba 
annullarsi in punti dati, o che le sue derivate deb- 
bano anch'esse annullarsi in dati punti. 

Allora daccapo non può più ripetersi il ragio- 
namento di sopra, perchè non può porsi ^y ^ H. 

Ma allora può porsi, se «^ ag . . . sono i punti in 
cui B y debba annullarsi 

8y=.(aj — ai) (a; — «2). ..Sii/ 

Hi (x) = [x — ai) {x — «2' . . . H(x). 

e evidentemente 

\ H x)^ydx^ j Hi{x)\ydx=Q 

e quindi dall'arbitrarietà di \ y si ricava l'annul- 
larsi di Hi (x) per ogni or, donde l'annullarsi di 

Per le considerazioni di questo paragrafo si può 
vedere 

Heine, Math. Ann., Voi. II, pag. 188 (1870). 

Du Bois Reymond, Math, Ann. XV, pag. 297 
e seg. (1879). 

Mebay, Ann. de VÉcole Norm. 2.* ser. Voi. VII, 
pag. 187. 
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Nel citato lavoro di Du Bois Reymond (p. 302) 
si trova anche il seguente teorema 

Se 5 y debba ritenersi continua insieme ad un 
certo numero di sue derivate^ ma del resto arbi- 
traria^ dalV annullarsi dell'integrale 






H^ydx 



per ogni valore di ^y^ e dalV ipotesi che H sia 
una funzione integrabile di x, risulta che è anche 
zero V integrale fra gli stessi limiti della funzione 
H stessa. 



§ 6. Peoblema fondamentale del calcolo 

delle vabiazioni. 

Il calcolo delle variazioni non si propone prin- 
cipalmente che una sola specie di problema ed è 
un problema di massimo o di minimo. 

Si abbia l'integrale definito 



X' 



dove y sia una funzione indeterminata di x. 

Noi ci proponiamo di ricercare una tale y^ fun- 
zione di X che questo integrale risulti massimo o 
minimo. 

E facile vedere subito che per il massimo o 
minimo deve essere zero la variazione dell'iute- 
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graie. Giacché la differenza fra due calori che 
r integrale acquista ponendo per y una volta 
quella funzione che corrisponde al massimo o mi- 
nimo e una seconda yolta la stessa funzione va- 
riata in modo arbitrario, è eguale alla variazione 
più infinitesimi di ordine superiore. Ora si sa che 
in una somma di infinitesimi si può fare in modo 
che il segno di tutta l'espressione dipenda da 
quello dell'infinitesimo di ordine minimo, il quale 
nel nostro caso è esattamente B /; ma il segno di 
B I dipende dal segno delle variazioni arbitrarie 

Sa?, a y, 8 1/' , , . . ; 

mutando il segno a queste muta anche quello di 
S I (vedi espressione di 8 J : ; dunque la differenza 
fra due valori consecutivi dell'integrale non avrebbe 
segno costante; intanto è chiaro che tale dif- 
ferenza deve avere segno costante se si tratti di 
massimo o minimo, cioè la differenza fra il valore 
dell'integrale per la y che corrisponde al massimo 
e quello per un'?/ variata in una qualunque ma- 
niera^ deve essere o sempre positiva o sempre 
negativa. Concludiamo che la variazione prima 
dell'integrale deve essere zero. 

Come si vede le considerazioni che qui si fanno 
sono analoghe a quelle che si fanno nel calcolo 
differenziale a proposito dei massimi e minimi delle 
funzioni di una o piii variabili. 

L'annullarsi della variazione prima non è una 
condizione sufficiente perchè si abbia un massimo 
minimo, ma è solo una condizione necessaria. 
Per esaminare se davvero ha luogo un massimo 
minimo per le curve y = f{x) per le quali la 
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variazione prima S J è zero, occorrono considera* 
zioni sulle quali avremo occasione di tornare ia 
seguito. 

Nel calcolo differenziale posto eguale a zero il 
differenziale primo della funzione, cioè separata- 
mente le sue derivate parziali rispetto a tutte le 
variabili, otteniamo una serie di equazioni anali- 
tiche le quali colla risoluzione possono servire a 
trovare i punti nei quali la funzione può essere 
massima o minima. Che cosa otteniamo di ana- 
logo nel calcolo delle variazioni? 

La differenza sta in ciò che nel calcolo delle 
variazioni per determinare la funzione o le fun- 
zioni otteniamo non delle equazioni ordinàrie, ma 
delle equazioni differenziali^ la cui integrazione^ 
dà la funzione richiesta. 

Vediamo in che modo. 

Abbiamo visto che la variazione § / può porsi 
sotto la forma 

[Ix" Tic" 

r I + H^ydx 

^ x' 

dove 

La variazione 5/ deve essere zero qualunque 
sieno le arbitrarie variazioni So? ^y 5 y' . . , 

Disponiamo per un momento di queste nella 
seguente maniera: supponiamo che esse sieno tutte 
zero nei punti a?' e x'^ che sono i due limiti del- 
l'integrale; basterà porre 8 a?' = 8 a?" =^ 0, e inoltre 
prendere per ^y una funzione di x tale che essa 
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e tutte le sue derivato sino all'ordine r — 1 (se 
nelle nostre formolo compariscano le variazioni 
sino alla S y^*"-^)) sieno zero nei due punti indicati ; 
p. es. potrà prendersi 

dove Ài (ir) sia ancora un'arbitraria funzione di x. 
Per tali valori la prima parte dell'espressione di 
^1 cioè 



[^1 



a/' 



va a zero, e quindi deve essere zero la seconda 
parte, e questa deve essere zero qualunque sia la 
fanzione ^ («), cioè ancora qualunque sia o y pur- 
ché soddisfacente alla condizione di annullarsi in- 
sieme alle sue derivate in x = x\ x = x". 

Nel paragrafo pracedente abbiamo considerato 
questo caso e abbiamo visto che ciò porta neces- 
Bariamente l'annullarsi della espressione H; ora H 
non contiene le variazioni alle quali abbiamo dato 
valori speciali, quindi possiamo conchiudere che 
dall'annullarsi di 8 J si ricava in ogni caso l'an- 
nallarsi di H. 

D'altra parte dall'annullarsi di Hsì ricava quello 
dell' integrale e quindi quello di 



[ ^ i: 



Abbiamo perciò questo risultato 

Pascal. 



uy^ 
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Perchè si abbia il massimo o minimo è necessario \ 
che sieno 

H=0 



K=^- 



La prima di queste equazioni contiene 

essa è dunque un'equazione differenziale di or« 
dine 2 n che servirà a determinare y. 

Integrata tale equazione si ha la funzione y con 
2 n costanti arbitrarie, le quali si determinano per 
mezzo dell^ seconda relazione 



(^i:-- 



Il modo col quale ciò può farsi sarà esplicato pia'; 
particolarmente nei paragrafi seguenti. 

Analogamente può considerarsi il caso in cui 
non si abbia una sola funzione y ma più funzioni 

Vi ^1 • • • 

Allora la variazione dell' integrale è del mede- 
simo tipo, ma la prima parte contiene ancora tutti 
i termini in 8 a?, 5 2;' ... , e la seconda parte è 

[Hly ^ Hidz -^ .,.)da: 

dove Si è formato nello stesso modo che H ma 
prendendo in considerazione la variabile z piut*^ 
tosto che la y ; e così di seguito. 



j 
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Ponendo ^z=Oj e disponendo di So?, 5y, S^'.... 
n modo che sieno zero ai limiti a?' a?", otteniamo 
ome avanti ir=0; e così similmente otteniamo 
fi = 0, ecc. 

Abbiamo dunque non più una equazione difFe- 
QDziale, ma un sistema di equazioni dìiFerenzìali 

^nteoenti altrettante funzioni incognite y, z^ . . . 
itegrato questo sistema di equazioni si hanno le 
inzionì y^ z,... con un certo numero di costanti 
rbitrarìe le quali poi si determineranno mediante 
[tra relazione 



H-"' 



quale si chiama Vequasiione ai limiti. 



7. Discussione sulle condizioni che restano 
determinate dall'equazione ai limiti. 

n primo membro dell'equazione ai limiti ha la 

rente forma 

L dipende du.<,ue M ™,.H di 
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e di y 2/' ... nei due punti 

Proponiamoci il problema sotto la sua forma 
più arbitraria, cioè supponiamo che la y che dob- 
biamo cercare non sia sottoposta a nessuna con- 
dizione; e quindi non sieno neanche assegnati i 
suoi valori o quelli delle sue derivate ai limiti 
x" x', e neanche delle relazioni fra tali valori. 
Inoltre non sieno neanche assegnati in antecedenza 
i limiti x" x' : 

Allora le quantità B a? ^y ^y' ... in qualunque 
punto e quindi in particolare nei due limiti, re- 
stano arbitrarie, come sempre le abbiamo conside- 
rate sinora; e quindi dalla relazione 



10?" 



= 



si ricava senz'altro che devono essere zero i coef- 
ficienti dei vari termini, cioè si ricavano le 2 n ~h 2 
equazioni 



Fx- =0 


Fx- 


Kx' =0 


K:c- — 


K'x- = 


K'x- — 



Dall' integrazione dell' equazione differenziale 
H= 0^ ricavando y con 2 r costanti arbitrarie e 
quindi y' y'^ .. . e sostituendoli in queste equazioni 
dopo aver posto x = qcì^ ovvero x = x'\ si otten- 
gono 2 r + 2 relazioni le quali in generale pos- 
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Bono servire a determinare le 2r costanti d'in- 
tegrazione e le due altre quantità ^6-' x'\ 

Ciò suppone però che -ff=0 sia effetti vamente 
un'equazione differenziale di ordine 2r, per il 
Bhe evidentemente occorre e basta (ricordando la 
forma dì H) che 

dMi'-) ^ _d_ dF 
ì dx ~ doo gyC»-) 

I 
! 

^ntenga y^^r) q\q^ oh^ 

ria diverso da zero. Se ciò non si verifica allora 
il problema non sarà risolubile. Ma di ciò tratte- 
remo più in generale in un paragrafo speciale. 
(Vedi § 15.) 

Supponiamo ora che sieno assegnati i limiti 
|fl?'iz?" dell'integrale; allora sono zero le varia- 
zioni ^x\ ^oc'\ e quindi nelPes pressione di 






spariscono i due primi termini, e sugli altri re- 
stanti si fa una considerazione analoga a quella 
disopra; si hanno non più 2rH-2, ma solo 2r 
Inazioni che servono a determinare le 2 r costanti. 
Supponiamo inoltre che fra i valori àiwyy' ... ai 
Ibniti cioè fra a' a;" yy y^ y\ y\ . . . , (indicando con 
ì\y^^ y' 1 y'2 • • • ì valori di y j/' • • • nel punti oj' oj" 
.mpettiyamente) debbano sussistere h date re- 
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laziani 

£1 — R^^Q... Rk=^0. 

Queste relazioni sono fisse per ogni sistema ti 
variazioni 

quindi le variazioni dei primi membri di queste 
relazioni considerate come funzioni di 

devono essere zero, cioè si ha 

:h|^^8.x" + ... =0 

X 

*p«^'+ -« 



le quali stabiliscono r relazioni fra le variazioni 

ix i x" ^i h^'" 

Da qtleste relazioni, ricavate r di tali variazioni 
e sostituite in 
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— — - - - . — - - . ■ ■■ 

si ha una l'elaziooe nella quale le rimanenti 

2r + 2 — A; 

variazioni sono arbitrarie, e quindi eguagliando a 
zero i coefficienti di queste, si hanno 2 r -h 2 — k 
equazioni che insieme colle k assegnate possono 
determinare le 2r costanti e i due limiti x\ x'\ 
Se in particolare A: = 2 r + 2, allora collo stesso 
procedimento di sopra si hanno 2 r + 2 equazioni 
lineari omogenee fra altrettante incognite; il de- 
terminante del sistema non può essere zero, per- 
chè esso non è che l'Jacobiano delle funzioni 

ii\ JtC^ . . . 

e se fosse zero, una di tali relazioni sarebbe oon- 
Beguenza delle altre, il che naturalmente si esclude. 
Quindi per i yalori delle 

non posdono prendersi ohe valori zero, cioè rioa- 
Tiamo 

perciò Inequazione ai limiti è identìcatbdnte sod- 
disfatta. 

Per determinare la 2r costanti d' integraziot^e^ 
possiamo osservate che dalle 2 r + 2 relazioni R 
atoegnate, colla risoluzione, si possono ricavare i 
valori delle 2r + 2 quantità 

^' ^" y\ .Va . . . y\ y\ . . . 
Sostìttiendo tali valori nella y trovata delle sue 
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derivate, abbiamo appunto 2r equazioni per de* 
terminare le altrettanti costanti. 

È facilissimo estendere le già fatte considera- 
zioni al caso in cui vi sieno più funzioni incognite 
y^ z^*. . Se il numero delle funzioni incognite è n, 
allora le equazioni ai limiti diventano 2 n r -l- 2. 

Nel paragrafo seguente faremo vedere come 
tutti i vari casi trattati in questo paragrafo si 
possono ridurre all'ultimo di essi cioè a quello in 
cui si intendano assegnati i valori limiti delle fun- 
zioni incognite e i limiti stessi. 



§ 8. Un problema aENERALE DI CALCOLO DI VA" 
BIAZIONB, CON VALORI LIMITI NON ASSEGNATI, 
PUÒ SEMPRE RIDURSI AD UNO CON VALORI LI- 
MITI ASSEGNATI. 

La riduzione di cui si parla nel titolo di questo 
paragrafo è assai importante perchè servirà a sem- 
plificare moltissime delle considerazioni che avremo 
occasione di fare in seguito. 

Un problema generale di massimo e minimo nel 
calcolo delle variazioni, può sempre scomporsi in 
due altri problemi di cui l'uno appartiene al cal- 
colo differenziale. 

Supponiamo infatti che sì debba rendere mas- 
simo minimo un integrale definito della specie 
nota. 

Non sieno assegnati i valori delle funzioni in- 
cognite ai limiti d'integrazione x^ x^\ e non sieno 
Q^aucbe assegnati tali limiti; ovvero tcili quantità 
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sieno assegnate solo in parte o sottoposte ad altre 
qualunque condizioni che non bastino a determi- 
narle completamente. 

Noi possiamo prima supporre che sieno asse- 
gnati gli indicati valori limiti, e risolvere in cor* 
rispondenza il problema di calcolo di variazioni; 
abbiamo allora l' integrale massimo o minimo che 
sarà funzione dei valori limiti. Se questi, in tutto 
in parte, non sono assegnati, e noi li immagi- 
niamo variabih', l'integrale potrà immaginarsi fun- 
zione di essi. Ora se, fra tutti gli infiniti valori 
che l'integrale così può assumere cerchiamo il 
massimo o minimo, (il che si riduce evidente- 
mente all'ordinario problema di massimo e minimo 
di una funzione di più variabili nel calcolo diffe- 
renziale) abbiamo risoluto il problema che primi- 
tivamente ci eravamo proposti. Vedi per questo: 
A. Mayeb, Veber diey Kriterien des Max, und 
Min. ecc. Creile, Voi. LXIX, pag. 261-263, 



ir 



§ 9. Peoblemi di massimo e minimo belativi. 

Fra i problemi del massimo e minimo di un in- 
tegrale definito ve ne possono essere anche quelli di 
una natura diversa da quelli finora trattati. Nei pa- 
ragrafi precedenti si è trattato di rendere mas- 
simo o minimo un integrale definito disponendo 
delle funzioni y^ Zy,,, che colle derivate compa- 
rivano sotto la funzione integranda; tali funzioni 
yz.,, o erano affatto indeterminate ovvero se ne 
fissavano in tutto o in parte i valori di esse e delle 



58 ^ 9. — Probi, di massimo e minimo relativL ^ 

loto derivate nei due punti a?' a?" limiti dell'inte- 
grale. Ma si possono proporre problemi di altra 
natura. Possiamo proporci di rendere massimo o 
minimo l' integrale quando però fra le t/, 0, ... e 
le loro- derivate sieno assegnate altre relazioni; 
quando cioè le funzioni ?/, 2;, . . . devono soddisfare 
ad altre assegnate equazioni differenziali. 

Oppure possiamo proporci di rendere massimo 
minimo l'integrale, sottoponendo però ìey, z^ . ... 
alla condizione che uno più altri integrali della 
stessa natura e definiti fra gli stessi limiti abbiano 
un valore determinato. 

Problemi di tal natura possono andare sotto il 
nome generico di problemi di massifno rélati'&o e 
minimo relativo, inquantochè il massimo che si 
cerca non à un massimo assoluto come accadeva 
nei problemi sopra trattati. 

In questi casi evidentemente non possiamo pro- 
cedere come nei casi precedenti. La variazione 
dell'integrale definito è data da 

8i = frr +r (,H^y + Hi^z'^...)dx. 



X 

X 



Se le S y, ^z fossero fra loro indipendenti come 
accadeva prima, allora si ricaverebbe 

H=0 7ii = 0...; 

ma a questa conclusione non possiamo pili giun- 
gere quando immaginiamo stabilite altre relazioni 
di qualunque specie fra y, z . .. perchè allora an- 
che le variazioni di queste vengono ad avere una 
certa dipendenza fra loro. 



r 
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La solazione del problema ci sì delinea dunque 
cosi : bisognerà cercare di eliminare nella formola 
frrecedente alcune delle variazioni 3 ^, ^z^.., in 
modo che le restanti possano reputarsi indipen* 
denti, e quindi possa poi applicarsi il metodo già 
noto. Tutta la quistione si ridurrebbe dunque a tro- 
vare la relazione che deve esistere fra ^y^ ^z^... 

Faremo vedere ohe il secondo dei problemi enun- 
ciati si riduce al primo, il quale per brevità lo in- 
dicheremo col nome di problema di Lagrange; e 
lo intitoliamo dal nome di Lagrange perchè fu 
questo sommo analista che intuì una geniale so- 
luzione di questo problema (il cosidetto metodo 
dei moltiplicatori). 

Il secondo problema poi lo chiameremo (per una 
ragione ohe si vedrà in seguito) il problema degli 
isoperimetri. 



§ 10. FOBMA CANONICA 
D^L PBOBLEMA DI LaGBANGE. 

Ripetiamo l'enunciato del problema 'che ab* 
biamo chiamato di Lagrange. 
Si abbia un integrale 

1= ( Fdx 

dove F sia funzione di 

^1 y» !/' . . . y^'*\ z,z\.. 



60 § 10. — Forma can. del probi, di Lagrange. 

Q \iò y z... sono funzioni della ce. Si vogliono de- 
terminare tali funzioni in modo che I risulti mas- 
simo minimo, e che sieno soddisfatte altre equa- 
zioni differenziali assegnate 

contenenti la oc e le y, 2? ... e loro derivate, e 
anche, più generalmente, altre funzioni di x insieme 
alle loro derivate. 

Vediamo prima di tutto sotto quale forma ca- 
nordica si possono ridurre i dati del problema. | 

Si può fare subito una riduzione simile a quella 
che si fa quando è dato un sistema di equazioni 
differenziali simultanee ; si sa che accrescendo il 
numero delle equazioni date, e il numero delle 
funzioni, si può avere un sistema di equazioni dif- 
ferenziali tutte di 1.® ordine. 

Poniamo nel caso nostro 

y' = Vu y" = 2// = 2/2 . . . y^""-^^ --= y'n-2 = yn-i 



e allora, considerando insieme alle funzioni inco- 
gnite le altre ^i ^2 • • • ® corrispondentemente le 
equazioni differenziali di 1.® ordine 

V = y\ 2/'i = 2/2-.', 

si vede che infine riduciamo il problema ad una 
forma nella quale tutte le funzioni incognite com- 
pariscono non più che al 1.® ordine. 

Cambiando opportunamente le notazioni per ri- 
durle più simmetriche, possiamo porre il problema 
sotto la seguente forma: 
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Sia dato l'integrale 

/x" 



% * 



e le equazioni differenziali di 1.® ordine 



trovare le funzioni incognite y^ i/g . . . in modo che 
queste equazioni differenziali sieno soddisfatte, e 
che l'integrale sia massimo o minimo. In parti- 
colare alcune delle funzioni ignote potrebbero non 
comparire esplicitamente in F^ e comparire invece 
nelle equazioni differenziali. 

In particolare ancora, alcune delle ? potrebbero 
non contenere le derivate delle funzioni, ed essere 
perciò delle relazioni finite fra le funzioni stesse. 

E facile mostrare che sotto la forma ora indi- 
cata possono presentarsi gli altri due problemi so- 
pra enunciati cioè quello del massimo e minimo 
assoluto, e quello nel quale sono fissati i valori 
di certi altri integrali definiti dati. 

Il problema del massimo e minimo assoluto nel 
quale la F contenga le derivate superiori alla 
prima delle funzioni ignote, si può evidentemente 
subito porre sotto la forma del problema di La- 
grange ; basterà eseguire le stesse apposizioni 

y' '-= y\ y" = 2/'i = 2/2 , • • • 

fatte sul principio di questo paragrafo per il caso 
generale. 



1 
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Passiamo ora ai cosidetti problemi degli isope- 
rimetri. 

L'integrale I debba essere massiino o minimo 
mentre gli altri integrali 7^ J2 . . . debbano avere 
valori determinati. 

Un tal problema sì riduce a quello di Lagrange 
col seguente procedimeiito di Lagrange stesso. 

Sia 



Jx" 



doo . . . 



X 



e introduciamo una nuova funzione ignota Vi de- 
finita dalla relazione 



= p FidCG 



Vi 

colla condizione che per y - %f sia zero, e per 
a:==a;" sia eguale al fissato valore Ji. 

La funzione y^ sarà anche definita dall'equa- 
zione differenziale y\ =» jFi, e quindi il problema 
si riduce a questo: rendere 1 massimo minimo 
mentre le funzioni y, 2?, . . . debbono anche soddi- 
sfare alle condizioni date dalle equazioni differen- 
ziali y\ = J\, y\ = i^3, . . . nelle quali oltre le fun- 
zioni y^z ,, . entrano anche altre funzioni y^ 2/2 .. . 
di cui però sono fissate le condizioni ai limiti. 
Come si vede, ci siamo ridotti ad uno speciale 
problema del tipo di Lagrange. 
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§ 11. Problema generale di Mayer. 

Chiameremo problema di Mayer quello enun- 
ciato da Adolfo Mayer e da lui risoluto con un 
metodo simile a quelle di Lagrange (Mayer, Die 
Lagrange'sche Multiplicatorenmethode und das 
allgemeinste Problem der Variationsrechnung bei 
einer tinabhdngigen Variabeln. Leipz. Berichte, 
1878 e 4 marzo 1895). Questo problema può con- 
siderarsi come diretta generalizzassione di quello 
di Lagrange. 

Nel problema di Lagrange poniamo 



'n+l = f 



yn+i= 1 Fdx. 

X' 

La funzione yn-{-\ di ^ è determinata dalle condi- 
zioni di essere zero per x = x\ di soddisfare al- 
l'equazione differenziale 

e, inoltre di diventar massima e minima per 

Ci si presenta allora subito la generalizzazione 
nel seguente modo: 

Immaginiamo assegnate un certo numero di 
equazioni differenziali 

I «j»! = 92 = • • • ?w = 
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contenenti x e le funzioni ignote 

ViV-i"' Vn-k-i (m < n). 

Delle prime n di queste funzioni sieno assegnati 
i valori nei due punti od e x^' e di yn+i sia as- 
segnato il valore in oc'. Trovare queste funzioni 
in modo che mentre soddisfino a tutte le equazioni 
differenziali date, e alle assegnate condizioni ai 
limiti, la t/tf-f-i diventi massima o minima per 

se ~~~ x • 

Quando la equazione differenziale cui soddisfa 
t/tt+i è della speciale forma 

y'n+i = F 

dove jP non contiene più y»4-i, e quando il valore 
assegnato per t/n+i per x = x' è il valore zero, 
allora si ricade nel problema di Lagrange. 

Nel secondo dei citati lavori l'autore estende al 
caso più generale il metodo dei moltiplicatori di 
Lagrange. 

Considerazioni simili sono state fatte posterior- 
mente anche da Ermakofe, Rend, delVUniv. di 
Kieii\ 1889 (in russo . (Vedi Forsch. der math.. 
Voi. XXII (1890), pag. 381.) 



§ 12. Soluzione del problema di Lagbajstge. 
Metodo dei moltiplicatori. 

Il metodo col quale si risolve il problema di 
Lagrange è il cosidetto metodo dei moltiplicatori 
intuito più che dimostrato da Lagrange stesso 
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{Fonct. analyt,^ pag. 292; Calcul des fonctions^ 
pag. 460). Esso può considerarsi come una esten- 
sione del metodo di Eulero per gli isoperimetri. 

Della regola di Eulero il Bertrand dette una 
dimostrazione {Liouville* VII, pag. 55, 1842) e as- 
sai più tardi Du Bois Reymond (Math. Ann. XV) 
ne dette due. 

Indi Scheeflfer (Max. und Minitn. der einfach. 
Integr.; Math. Ann. Voi. XXV, pag. 557) trattò 
un problema da lui chiamato isoperimetrico sulle 
superficie; il caso cioè in cui sono assegnati degli 
integrali che devono avere valori determinati , 
mentre fra le funzioni incognite sono anche as- 
segnate delle relazioni finite. 

Infine il Mayer si occupò espressamente della 
qnistione per il caso generale {Begrundung der 
Lagrange' schen MuUiplicatorenmeihode in der Va- 
riationsrechiing. Math. Ann. Voi. XXVI, pag. 74. 
Vedi anche Leipz. Berichte. 1885). 

Ultimamente il signor Turksma ha ripreso la 
quistione (Begrundung der Lagrange' schen Mul- 
tiplicatorenmethode in der Variationsrechnung 
dardi Vergleich derselben mit einer neuen Me- 
thode ecc. Math. Ann. Voi. XLVII, pag. 33) per 
dare un altro metodo di risoluzione il quale con- 
duce alle stesse equazioni cui condùce il metodp 
dì Lagrange, il che riesce quindi una dimostra- 
zione indiretta di quest' ultimo metodo ; nello 
stesso tempo riesce a mostrare, col suo metqdo, 
che non esistono altre soluzioni che quelle sole 
che vengono date dal metodo di Lagrange, cosa 
che non risultava finora dai soli lavori di Mayer. 

Pascal. 5 
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Passiamo ora alla soluzione del problema di 
Lagrange sotto la sua forma più generale. Com< 
abbiamo già detto nel paragrafo precedente pos-ij 
siamo sempre supporre che nei dati del problema! 
compariscano solo le derivate prime delle fuuzioDi| 
incognite. 

Facciamo poi la distinzione nelle equazioni dil 
condizione, fra quelle finite e quelle differenziali ; 
poniamo che le prime sieno m" e le seconde m\| 
e che sieno n le funzioni incognite 



2/1 iy2 . • . yn. 



Sia al solito 



=r 



Fdx 



X' 



l'integrale da rendere massimo mìnimo, e sieno j 

■I 

?1 = ?2 = • • • ?w' = 

le equazioni differenziali, e 

le equazioni finite. 
Indiohiamo con 

^1 {x) . . . >„,' (X) Ui 'oc) . . . a,„ " {od) 

m^ + m^' funzioni indeterminate, e formiamo la 
espressione 

fx" 



r 



s= Fida;. 



X 
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Se le 9 e le ^ sono zero per ogni ir, l' integrale 
dato sarà massimo o minimo se lo sarà questo e 
YÌceversa. Eguaglieremo a zero la variazione di 
questo integrale, la quale al solito potrà mettersi 
sotto la seguente forma 

^ } l\9yi dxdy\ì ^' 



X 



-h 



\dyt dcody'tì ''' J 



dove Q è una parte integrata di cui conosciamo 
anche la forma; propriamente nel nostro caso 
(Vedi § 3) 

o.[p,,..,|fl,,„|5,„.,...||u,.| 

Immaginando che si debba trovare il massimo 
assoluto dell' integrale di Fi , bisognerà allora 
eguagliare a zero i diversi coefficienti di 

nella funzione sotto il segno integrale (è sulla le- 
gittimità di questo procedimento che vertono i 
ragionamenti più rigorosi di Adolfo ^Tayer già 
citati) ; quindi si hanno le n equazioni 

d Fi d d Fi /'IO \/\ 

dyi dxdy i 

le quali insieme colle m! -♦- m" date, formano 

L • 
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equazioni per determinare le altrettante funzioni j 
incognite y, ^, [a. 

Il numero m' h- w" deve essere minore dì n al- , 
trimenti le condizioni determinerebbero già, a 
meno di costanti, le funzioni «/, o sarebbero so- 
vrabbondanti. 

Le prime m! + m!' delle relazioni (a) possono 
porsi come condizioni per determinare le funzioni 
X, {a; si può cioè dire: disponiamo delle funzioni 
arbitrarie ^, (a in modo che sieno soddisfatte le , 
prime m' +m' delle relazioni (a). Tutta la qui- I 
stioue si riduce allora a vedere se anche le altre 
delle (a) devono essere soddisfatte. Un ragiona- 
mento poco rigoroso è questo: 

Poiché allora nell'espressione della variazione 
di J non compariscono più (sotto il segno inte- 
grale) i termini in 8 ?/j . . , 8 y^'+m", e solo i ter- 
mini in 8?/m'^-m"+i . . . 8 v«, e poiché possiamo in- 
tendere che le date equazioni differenziali danno 
appunto 2/1 •• • t/m'+m" in funzione dalle altre t/, e 
quindi, se le variazioni delle prime y restano così 
legato a quelle delle altre, restano però indipen- 
denti fra loro le variazioni di queste altre, possia- 
mo perciò eguagliare a zero i coefficienti di 

8 t/,M'-hw"+l . . . 8 1/n. 

(Vedi p. es. Jobdan, Analyse. Ili, pag. 479.) Que- 
sto ragionamento non cifre tutto il rigore deside- 
rabile perchè noi non possiamo a priori discutere 
con sicurezza sui possibili legami che le date equa- 
zioni differenziali stabiliscono fra le funzioni in- 
cognite. (Vedi a questo proposito le osservazioni 
di Turksma a pag. 35 dei Math. Ann. Voi. XLVII.) 
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Se si trattasse solo di equazione iinite allora questo 
metodo di dimostrazione potrebbe dirsi rigoroso. E 
a questa lacuna che si propose di supplire A. Mayer 
nei citati lavori. Noi però non entreremo pei det- 
tagli delle considerazioni di quell'autore. 

Supponiamo che sieno assegnati i valori delle 
funzioni Vi y^ ... ^n ai limiti, i quali a loro volta 
sono anche assegnati. Questi valori ai limiti de- 
vono naturalmente essere assegnati in modo che 
le m" equazioni finite •{'1 = 0... 4'm" = sieno 
soddisfatte da essi. Inoltre allora la quantità ^ 
sarà zero perchè 

^ 2/i =•••== ^ yn = 0. . 

Facciamo qualche considerazione sulla determi- 
nazione delle costanti che risultano dall'integra- 
zione. 

Le equazioni a) sono di 2.® ordine rispetto alle 
funzioni y e di primo ordine rispetto alle ^ e [^. 
In luogo delle equazioni 

^^ = 
e 

poniamo le altre che da queste si ricavano 

-1 — = , —, — ^ = [b) 

dx ' dx^ 

le quali sono anche di 2.** ordine rispetto alle y. 
Le equazioni {a) sviluppate e ponendo in vista 
i termini in 
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possono scriversi corno segue: 



.1 



'm" 



32/» 9j/» 3y* 

dove i ya da 1 ad n, e £> rappresenta un assieme 
di termini non contenenti alcuna J/", né X';,^ uè 
alcuna }*■, 
Le equazioni (6) possono poi scriversi 

dove r, JS rappresentano espressioni non conte- 
nenti nessuna j/"t. 

Si ha in tutto un sistema di n + w' + w" equa- 
zioni lineari in y^'i, X'^^ ^.y le quali sono anche in 
numero di n -+^ m' + m'\ 

Perchè tutte queste equazioni lineari non omo- 
genee sieno risolubili rispetto alle dette incognite 
occorre che non sia zero il determinante del si- 
stema il quale è 
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a'F, 


d'F, 


a?i 


^^m' 


3 11 d W' 


dy'\ 


'"dy'xdy'n 


dy\ 


dy\ 


di/i'" dVi 


3" Fi 


d'Fy 


89i 


d ?»»' 


3 +1 ' d ^m" 


y- a y'i 


••■ dy% 


ai/'» 


dy'n 


dyn '" dyn 


dfi 

dy\ 


a?, 

••■ dy'n 





... 


... 


dy\ 


dfrn' 

••• dy'n 





... 


... 


dyi 


• • • r\ 

dyn 





. ,. 


... 


d 'Im' 


d^m" 








n 



dyi '*' dyn 



Se w' + m" fosse maggiore di n^ questo deter 
inioante sarebbe identicamente zero; anche per 
altra ragione si sa infatti che è da escludersi il 
caso m + m'^> w. 

Se questo determinante è diverso da zero, al- 
lora si possono risolvere le precedenti equazioni 
lineari rispetto a y'V, ^'7«, f*/, 

Ponendo da parte le equazioni che ven gono così 
direttamente a dare i valori di \>-j, consideriamo 
le altre n + m' equazioni differenziali. 



L 
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Introduciamo come nuore funzioni incognite le 
Zi. .. Zn definite da 

dVk 
e allora 

ft d ^h 

e si ha un sistema di 2 n + m' equazioni differen- 
ziali simultanee di 1.® ordine, ridotte alla cosi- 
detta forma normale, cioè risolute rispetto alle 
derivate prime di tutte le funzioni incognite, le 
quali nel nostro caso sono le z^ le y, e le \ Col- 
r integrazione si introducono 2w + m' costanti. . 

Di queste, 2 n restano determinate avendo fissati 
i valori delle funzioni y nei due limiti x' e x'\ e 
le altre restano determinate colla condizione che 
le funzioni y devono soddisfare le m' equazioni 
9 = 0; è da notarsi a questo proposito che noi ci 

d 9 
siamo finora serviti delle condizioni -z— =0, le 

dx , 

quali porterebbero <f' = cost., e non propriamente 
eguale a zero. Colle trovate J/, sostituendo in <p ab- 
biamo dunque certamente un aggregato di sole co- 
stanti (la X deve scomparire \ e il porre eguale a 
zero una tal funzione delle costanti costituisce una 
condizione cui queste si sottopongono. 

In quanto alle '\ esse devono trovarsi identica- 
mente verificate, perchè naturalmente, abbiamo già 
detto, i valori ai limiti devono essere assegnati in 
modo che le | sieno soddisfatte. 
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Se il determinante avanti indicato è zero, il 
sistema di equazioni difFerenziali potrà ridursi ad 
un sistema di ordine più basso., un sistema, cioè, 
che potrà integrarsi con un numero minore di co- 
stanti. Queste non sono dunque più sufficienti per 
soddisfare tutti i dati del problema, e non si po- 
trà perciò in generale annullare la variazione 
prima dell'integrale dato. (Vedi Jordan, Analyse. 
m, pag. 506.) 

Per le considerazioni fatte riguardo alla deter- 
minazione delle costanti, vedi 

Mayer, Creile. Voi. LIX, pag. 240. 

ScHEEFFER, Math. Ann. Voi. XXV, pag. 559. 

Prima di terminare vogliamo notare che la ri- 
duzione, da noi fatta sul principio, tendente a far 
comparire nei dati del problema solo le derivate 
prime delle funzioni incognite, se è utile per sem- 
plificare l'esposizione del metodo di risoluzione, 
non è però necessaria; e lo stesso metodo potrebbe 
applicarsi, anche se vi fossero le derivate di or- 
dine superiore, ottenendo analoghi risultati. 



§ 13. Caso speciale 

DEL PROBLEMA DEGLI ISOPERIMETRI. 

Come abbiamo già detto il problema degli iso- 
perimetri può trasformarsi in modo da diventare 
un caso speciale del problema di Lagrange. Quindi 
è naturale che stabilito con tutto il rigore il me- 
todo per la soluzione di quest'ultimo problema, 
resta risoluto anche il primo. 
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Si debba rendere massimo o minimo l'integrale 
7, mentre altri integrali 7i /£ . . . 7m debbano avere 
valori determinati. 

Sia in generale 

Fkdx 

X' 

e introduciamo altre m funzioni definite dalla for- 
mola 

Vn+k -= I Fkdoc 

X 

ovvero 

J/'n+A; = Fk 

e colla condizione che sieno zero per x — x\ e ab- 
biano i valori assegnati Jj J2 . . . Im per X = x'\ 
Si ha dunque uno speciale problema di La- 
grange, il caso cioè in cui le equazioni differen- 
ziali sono della forma 

dove tutte le F non contengono le funzioni 

e neanche le loro derivate. 

Applicando il procedimento generale, dobbiamo 
porre 
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e stabilire le equazioni differenziali 



dVi dx dy\ 



= 



dyn doc dy'n 
d^ d d^ 



= 



gj/n+l dx dy'n-{-l 



j± ^ d^ ^Q 

d Vn-^-m dx d y'u+m 

Ora nessuna delle F contiene né le yn+k ne 
1© y'n+A; quindi le ultime m di queste equazioni 
si riducono semplicemente a 



dx ^ dx ^ dx 

cioè 

^1 ■= cost . . . ^w = cost. 

Le prime n equazioni si riducono allora a 

dyi dxdy'i k=i^\dyi dxdy'iì 

le quali si possono interpretare nel seguente modo 
Si consideri l'integrale 

J= j {f+ £ lkFk]dx 

X 
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dove le ^ sono delle costanti, e si voglia rendere 
massimo o minimo tale integrale. 

Le equazioni difFereuziali a cui bisogna sotto- 
porre le funzioni incognite sono esattamente le n 
di sopra, come si sa dalla teoria generale. 

Dunque possiamo affermare che il problema ge- 
nerale^ degli isoperimetri si risolve reudendo mas- 
simo minimo l'integrale J. Le m costanti X si 
determinano colla condizione che gli m integrali 
7i . . . Im devono avere gli assegnati valori. 

E questo il risultato cui era già giunto Eulero, 
e la cui esattezza era stata per molto tempo con- 
siderata come qualche cosa di assiomatico; poi si 
vide la necessità di dimostrarla più rigorosamente. 

Noi l'abbiamo dedotta come caso particolare 
dalla soluzione del problema di Lagrange la cui 
esattezza è dimostrata dal Mayer come a suo luogo 
abbiamo detto. 

Una delle prime ricerche sull'esattezza della so- 
luzione di Eulero per il problema degli isoperi- 
metri si deve a Bertrand (Liouville. Voi. VII, pa- 
gina 55, 1842) ; indi si occuparono della quistione 
Weierstrass (Lezioni del 1877), Du Bois Reymond 
(Math. Ann. Voi. XV, pag. 310 e pag. 573) e 
Scheeffer (A/a</*. Ann. Voi. XXV, pag. 583). 

Il Du Bois Reymond nell'opera citata dà due 
dimostrazioni di cui la prima è l'applicazione di 
un' idea di Roiflf {Inaugurai Diss. iìber den Ein- 
fluss der Capillarkrafte auf die Form der Ober- 
flache einer bewegfen Flùssigkeit. Tùbingen, 1879, 
pag. S). La seconda dimostrazione è riprodotta dal 
Jordan nel suo Corso d'analisi. 

Sarà pregio del nostro lavoro riprodurre qual- 
cuna di tali dimostrazioni. 
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§ 14. Dimostrazione di Du Bois Reymond 
della iiegola isoperimetrica. 

Debl&a diventare massimo o minimo l'integrale 



r 



J= Fdx 

X 

mentre li. .. Im dati dalla formola 



=r 



Ik== j Fkdx 

x: 

debbano acquistare valori fissati. 

Dovranno essere zero la variazioni di tutti que- 
sti integrali cioè dovrà aversi (supposto che per le 
varie funzioni incognite sieno fissati i valori ai li- 
miti e quindi sieno zero le variazione in tali li- 
miti) 



r nidF d dF\. , , 



IdF d dF 



dJC=:0 



'./.=/[ 



\dyn dxdy'ui ^ J 
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Le variazioni S j/^ . . . 8 y,, nel primo integrale non 
sono indipendenti perchè legate dalle m condizioni 

Poniamo 

^ Vn = ^0 ^w ^ Pi ^1 J/n ^- . . . +- pm ^m t/n 

dove le p sono costanti e i simboli 5^8^... 8,^ sono 
quelli di w + 1 sistemi di variazioni delle funzioni y. 
Qualunque sìa il sistema di variazioni 

assoggettate alle m condizioni 8 Xt = 0, si pos- 
sono trovare le costanti p in modo che le prece- 
denti relazioni risultino soddisfatte, e le variazioni 1 
8o 8^ . . . B^ sono a loro volta affatto arbitrarie ; in 
altri termini si può far vedere che prendendo le 
variazioni 8q 8^ . . . Zf» affatto arbitrarie, si possono 
.sempre determinare le costanti p in modo che le 
^ ^1 • • • ^ y« risultino legate dalle 8 J^, = 0. Basterà 
sostituire e si ha allora, riducendo, la relazione 

©0 Jfc + Pi ^1 7jfc f . . . + p^ 8,„ Jjt = 

che per 4=1, 2, . , . m dà un sistema di m equa- 
zioni lineari non omogenee nelle costanti ^. Le va- 
riazioni \. .. ^m restano assoggettate alla sola con- 
dizione di non rendere zero il determinante 

^1 Zi , , . ^m II 



Oj Im . . . ^m Im 
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Ila variazione ^q resta invece completamente arbi- 
traria. 

Sostituendo i valori di Sy^ . , . 8 j/^ in 8 /, e poi 
iper Pi . . . pm i loro valori si ha lo stesso risultato 
che eliminando le p fra le equazioni 



e le 



. 8 / -h pj 8j J-f. . . . -i- Pm 5m / ^ 



^0 Ik H Pi 8j 7;t + . . . f pm ^m Ih = 



Si ha cioè per risultato 
dove le X sono i minori della matrice 



^lll ... 8^ Il 



^l Im . . . -m Im 



e Xq è il determinante ottenuto da questa matrice 
sopprimendo la prima linea. 

Disponendo delle variazioni arbitrarie 8^ ... 8^ si 
può fare che 



^m 



... 



abbiamo valori arbitrari. 
Il risultato che otteniamo è dunque questo: 
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Per risolvere il problema bisogna eguagliare a 
zero la variazione 

^0 (I + Mi II + . . . + [^m Im) 

dove % rappresenta un simbolo di variazione af- 
fatto arbitraria, cioè sono da reputarsi affatto ar- 
bitrari, e quindi fra loro indipendenti, le variazioni 

e le [A sono costanti arbitrarie le quali si deter- 
minano poi con condizioni qualunque; p. es., nel 
problema che ci occupa, colle condizioni che gli 
integrali Ik abbiano gli assegnati valori. Abbiamo 
così esattamente ritrovata la regola isoperimetrica. 



§ 15. Sulla possibilità di annullare la prima 

VARIAZIONE dell'integrale. 

Nel § 12 abbiamo stabilito un criterio riguar- 
dante la possibilità di annullare la variazione 
prima dell' integrale, e ciò nel problema più ge^ 
generale che è il problema di Lagrange, cui, 
come sappiamo, possono ridursi tutti gli altri nei 
quali si tratti di rendere massimo o minimo un 
integrale definito ; abbiamo trovato che un certo 
determinante deve essere diverso da zero : nel 
caso diverso si ha numero di costanti in generale 
insufficienti a soddisfare tutte le condizioni del 
problema stesso. Ora vogliamo applicare il risul- 
tato generale ai principali casi speciali. 
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Supponiamo che si tratti del problema del mas- 
simo assoluto, e che vi sieno n funzioni incognite 
e che in F non compariscano 'che solo le prime 
derivate. 

Allora il criterio per la possibilità dell'annulla- 
mento della prima variazione lo possiamo ricavare 
immediatamente da quello del § 12 ponendo m' 
e m" eguali a zero. 

Osservando che in tal caso F^ è lo stesso di F, 
si ha che il determinante 



d^F 



d'F 



dy\dy'n 



d'F 



dy'ndy'i 



d'F 
dy"n 



deve essere diverso da zero. 

Questo determinante è l'Hessiano di F consi- 
derato come funzione di y\ y^2 2/'« 5 dunque 

Se si tratti di un problema di massimo asso- 
luto e la funzione integranda contiene fino alle 
derivate prime delle funzioni incognite^ allora, 
perchè il problema sia in generale risolubile, è ne- 
cessario che l'Hessiano di F, considerato come fun- 
zione delle derivate prime, sia diverso da zero. 

Se vi è una sola funzione incognita y questa 
condizione si muta semplicemente in quest'altra: 
deve essere diversa da zero la derivata seconda di 
F rispetto ad y\ 

Supponiamo ora il caso più generale iu cui si 
tratti ancora del massimo assoluto, ma in F com- 



PA8CAL. 



6 
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pariscano le n funzioni incognite colle loro deri- 
vate sino all'ordine r» 

Cercheremo di applicare il criterio generale svi- 
viluppato nel § 12. Riduciamo prima le formole in 
modo che non vi compariscono che le derivate 
prime e perciò introduciamo le nuove funzioni 
incognite 

Vin = y\ , ^1,2 = y'\ , . . . yi,r-i = yi^'-i) 

J/ft.l = y'n , 2/«,2 = y"n , . . . J/n,r -1 = J/n ^*'-^l 

La funzione F diventa funzione di 

yi • • • yw » yu • • • y»,*- -i; y'i.»— i • • • y «.»•- 1 ; 

non vi compariranno cioè che le derivate prime 
delle sole n ultime funzioni. 

Le equazioni differenziali che bisogna aggiun* 
gere ai dati del problema sono 

y'i—yu =o,y\i -yi2=o,...yV-2-yi,r-i-o 

y'n - yn,\ = 0, y'n,l - yn.2 = 0,...J/'«,r-2 — yn.r-1 = 

in numero di n [r — 1) che poniamo eguale a m\ 
Indichiamo con ?i ?2 • • • ?»»' ì primi membri di que- 
ste equazioni differenziali e formiamo il determi- 
nante del § 12. Per la forma speciale di jPe delle 
cp molti elementi del determinante riusciranno 
zero. 
Intanto essendo 
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e non contenendo le <p che, al massimo, a primo 
grado le derivate prime delle y, le derivate se- 
conde di Fi rispetto a tali derivate prime saranno 
le stesse delle derivate seconde di F. Di tali de- 
rivate seconde sono diverse da zero solo quelle 
della seguente matrice 

32 F 92 p 



dy\r^ì * ■ ' dy'ur^ìdy%t,r-i 



compresa nella matrice totale del determinante. 

In quanto alle derivate delle 9 rispetto alle j/' 
è chiaro che esse risultano zero 1. 

Inoltre, poiché nelle 9 non è mai compresa una 

2/ V-i (* = 1, 2, . . . n\ 

così gli elementi compresi, con quelli della prece- 
dente matrice, nelle stesse linee, colonne, riusci- 
ranno tutti zero. Siccome poi non esistono due 
delle 9 contenenti la medesima derivata prima^ 
così gli elementi che^ riescono eguali ad 1 sono 
disposti in modo che due di essi non sono mai 
sulla medesima orizzontale verticale; e d'altra 
parte siccome nelle 9 compariscono le derivate 
prime dì tutte le funzioni, meno di quelle nelle 
quali il secondo indice è r — 1, cosi questi valori 
1, sono disposti uno e uno solo per linee e uno e 
uno solo per colonne, meno per quelle linee e co- 
lonne cui appartengono gli elementi della sopra- 
scritta matrice ; tutti gli altri elementi sono zero. 
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Si vede così che in conclusione il determinante 
si riduce al prodotto di tanti numeri 1 per il de- 
terminante rappresentato dalla precedente matrice, 
la quale, quando vi si faccia 



y'k,r-\ = yk <'•> 



si trasforma in 



d^F 



d 2^i<^)2 



d yi^n d Vn ('•) 



d^F 



d^F 



32/n('*)ayit') • •• dvn^^nyn^^) 



cioè diventa l'Hessiano di F considerato come 
funzione delle derivate r"»*. 

A questo medesimo risultato si potrebbe giun- 
gere più direttamente, considerando il sistema di 
equazioni differenziali cui conduce la condizione 
dell'annullarsi della variazione prima dell'inte- 
grale, ed esprimendo, per mezzo della teoria dei 
sistemi di equazioni differenziali simultanee, la 
condizione perchè quel sistema possa integrarsi 
con 2nr costanti arbitrari^, quante cioè ne oc- 
corrono perchè possano arbitrariamente fissarsi i 
valori delle J/i . . . 2/»» , e delle loro r — 1 prime de- 
rivate nei due limiti. Abbiamo dunque: 

Perchè sia possibile annullare la variazione prima 
di un integrale definito quando la funzione inte- 
granda F contiene le derivate delle n funzioni in- 
cognite sino alVordine r*"^, è necessario che sia di- 
verso da zero V Ressiano di F considerato come 
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funzione delle derivate r^^ : (Lipschitz , Creile. 
Voi. LXIX, pag. 28.) 

Per il caso di una sola funzione, n = 1, e si ri- 
cava che deve essere diverso da zero la derivata 
seconda di F rispetto alla derivata r^^ dell'unica 
funzione incognita^ come abbiamo già trovato di- 
rettamente al § 7. (Jacobi, Creile. Voi. XVII, 
pag. 68.) 

Passiamo ora finalmente a considerare il caso 
del problema degli isoperimetri. 

Adoperiamo le stesse notazioni del § 13. 

Ponendo 

?i = i^i — 2/'«+i 



e 



^m — JTm y n-^m 



^ = F+\F^ + ... + lmFm 



è facile riconoscere che il determinante di cui ci 
occupiamo diventa quello dato dal seguente schema: 
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m 



m 



dur- 


'"dy'ydy'n 


0... 





dFi 
dy'x 


d Ini 

••• d y\ 


32* 


g2 4» 


0... 





• • • 

dy'n 

• 


dFm 


d y'u d y\ 


"'dy'A 








0... 





-1 


... 








0... 








... -1 


dF, 
dy\ 


dF, 

■■• dy'n 


— 1... 








... 


d Fm 

dy\ 


dFm 


0... 


-1 





,.. 



il cui valore è evidentemente, a meno del segno, 
quello del determinante 



a yì' 



a»* 



' dy'xdy'n 



a«* 



d y'n d y\ 



• • • 



a'<t> 

dy'\ 



che è l'Hessiano di 4> considerato come funzione 
delle y'. Abbiamo dunque: 
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Perchè si possa annullare la variazione prima 
delV integrale dato nel problema generale degli iso- 
perimetri^ è necessario che sia diverso da zero 
UHessiano di 

m 

1 

dove le X sono delle costanti^ e le F sono le di- 
verse funzioni integrande dei dati integrali. 



§ 16. La variazione seconda di un integhale 

DEFINITO. PbELIMINABI. 
BlBLIOGBAEIA DEL PEOBLEMA. 

Quando si è resa nulla la variazione prima del- 
l' integrale non si può senz'altro afFermare che si 
è risoluto il problema del massimo o minimo, per- 
chè l'annullarsi di tal variazione è condizione 
solo necessaria ma non sufficiente per l'esistenza 
del massimo o minimo. 

Per chi non ignora i principi del calcolo diffe- 
renziale e la teoria dei massimi e minimi delle 
funzioni di una o più variabili, la cosa non può 
sorprendere, perchè anche nella citata teoria si sa 
che occorre la considerazione della derivata se- 
conda ovvero delle derivate di ordine superiore, se- 
condo le circostanze, la quale considerazione oc- 
corre oltreché per stabilire la effettiva esistenza 
del massimo o minimo, anche per stabilire un 
criterio onde potere a priori riconoscere se si 
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tratti di UQ massimo o se invece si tratti di un 
minimo. 

Nel calcolo delle variazioni occorrerà dunque 
passare alla considerazione di quella che si chiama 
la variazione seconda. 

Se ^ è sii solito una funzione di xyy\.>^ e 
diamo alle variabili y y' ... gli incrementi 

l'incremento che subisce ^ è infinitesimo (am- 
messe al solito tutte le occorrenti condizioni di 
continuità, derivabilità, ecc.) di cui la parte di 
ordine piìi basso è la variazione prima; in tutta 
la parte restante V assieme di tutti i termini di or- 
dine più basso forma la variazione seconda che si 
indicherà con S^ (p. 

Per i principi del calcolo diflferenziale tale va- 
riazione seconda è allora 



2 \dy' 



^ dydy' ^ ^ dy'' ^ ) 



se si suppone 00 invariabile. 

E evidente che il 8^ ^ si otterrebbe da 8 ^ ap- 
plicando su questa variazione prima, un'altra volta 
il processo per ottenere la variazione prima, nel- 
l'ipotesi di X invariabile, e quindi anche invaria- 
bili 8 2/ j/' . . . che sono funzioni di sola x. 

Se la ^ deve essere massima minima, il suo 
incremento infinitesimo deve essere di segno co- 
stante qualunque sieno le variazioni infinitesime 
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quindi è necessario che rultima variazione di <^ la 
quale non sia zero sia una di ordine pariy altri- 
menti mutando i segni di 3 j/, o y' . . . muta il se- 
gno deir incremento di <^. Inoltre, posto che la va- 
riazione seconda sia diversa da zero, è, per la 
medesima ragione, necessario che essa sia di segno 
costante, e propriamente che sia costantemente po- 
sitiva se si deve avere un minimo e costantemente 
negativa per un massimo. 
Consideriamo un integrale definito 



1= j F{xyy' ,,.)doc. 



X 



Sappiamo che nello studio del problema del mas- 
simo o minimo possiamo sempre limitarci a con- 
siderare prima il caso in cui i limiti os' w^' sieuo 
fissi, e sieno assegnati i valori delle funzioni 

in tali limiti. 

Supposto che sieno verificate le condizioni per 
le quali la variazione seconda di un integrale è 
eguale all'integrale della variazione seconda della 
funzione sotto il segno (condizioni che p. es. sono 
soddisfatte per le funzioni ordinarie. Vedi § 2) al- 
lora la variazione seconda di J è 

6» /= ^— ^ 5 2/3 + 2 -^~, ^y^y' + 



X 



I 

i 
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La quantità sotto il segno integrale è una espres- 
sione di 2.° grado generale nelle S y, 5 y', S J/'' . . . , 
e se la i^ contiene non una, ma più funzioni in- 
cognite j/i j/2 ••• 2/» ? 1* quantità sotto l'integrale 
sarà sempre un'espressione quadratica generale in 

^Pi sy'i... 



sarà cioè del tipo 

dove il sommatorio si estende a tutte le combi- 
nazioni ijli k^ e le sono eguali a 1 o a 2. 

Siamo quindi condotti a studiare quando questa 
espressione è diversa da zero, e la condizione per- 
chè essa sia di segno costante al mutare dei va- 
lori delle variazioni S y ^ y' • • • i° tutti i modi 
compatibili colle condizioni del problema. 

Le prime ricerche sulla variazione seconda fu- 
rono fatte da Legendre. {Mem, de V Acad. des 
Sciences y 1786, pag. 7-37.) Alcune correzioni a 
questa Memoria furono fatte dallo stesso Autore 
nel volume seguente delle Memorie di Parigi, 
1789, pag. 348. (Vedi le osservazioni fatte da Stà- 
ckel in fine del libro: OstwaWs Klassiker der 
exacten Wiss. Numero 47. Ahh, iiber Variations- 
rechnung. 2.*®' Theil. Leipzig. 1894.) 

In relazione a tali errori di Legendre il Bru- 
nacci scrisse una Memoria: {Sui criteriiper distin- 
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guere i massimi e minimi nelle espressioni inte- 
grali. Mem. deiristit. Nazionale Italiano. Voi. I, 
parte 2.'. Bologna. 1806, p. 191). 

Lagrange nel Cap. XII (seconda parte) della 
sua Théorie des fonctions analyt, (Opere. Voi. IX, 
pag. 296 e seg.) si occupò brevemente della stessa 
quistione, e riprodusse in fondo, sotto altra forma, 
le considerazioni di Legendre che egli non citò, 
limitandosi a citare solo il volume delle Memorie 
di Parigi del 1786, il che probabilmente dovette 
poi indurre in errore Jacobi quando riprendendo 
a trattare la stessa quistione, volle citare i suoi 
predecessori. (Vedi le stesse osservazioni di Stàckel 
poc'anzi citate.) 

Il Lagrange aggiunse però un'osservazione as- 
sai importante sul cangiamento di segno di un 
integrale quando la funzione sotto il segno pur 
conservando il medesimo segno, diventa infinita in 
qualche punto. (Vedi Opere, Voi. IX, pag. 303.) 

Le condizioni di Legendre e Lagrange furono 
più o meno esattamente riprodotte nei trattati di 
Dirksen e Ohm. (Dieksen, Analyt. Darsi, der 
Variationsrech.^ ecc. Berlin, 1823 ; Ohm, Die Lehre 
vom Grossten und Kieinsten. Berlin, 1825.) 

Con Jaoobi (Zur Theorie der Variafionsrech- 
nung und der Differential-Gleichungen. Creile. 
Voi. XVII, pag. 68 (1838) ; lo stesso lavoro fu 
tradotto in Journ. de Liouville. Voi. Ili (1838)) 
comincia una nuova era per la teoria della se- 
conda variazione. 

Al lavoro di Jacobi si correlano una serie di 
numerosi lavori nei quali si sviluppano, in vari 
modi, punti speciali della Memoria dì Jacobi, e da 
lui dati senza dimostrazione. 
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Tali sono i seguenti: 

Lebesque, Memoria sulla forinola di Vander- 
monde e sua applicazione alla dimostrazione di 
un teorema di Jacobi, Liouville. Voi. VI, pag. 17 
(1841); 

Delaunay, Sulla distinzione fra massimi e mi- 
nimiy ecc» Liouville. Voi. VI, pag. 209; 

Beetband, Dimostrazione di un teorema di Ja- 
cobi. Journal de l'Ec Polyt. Cah. XXVIII, pa- 
gina 266 (1841); 

Mainabdi, Ricerche sul calcolo delle variazioni. 
Annali di Tortolini. Voi. Ili, pagina 142 e 379 
(1852); 

Bbioschi, Sul teorema di Jacobi e sui criteri^ 
ecc. Ann. di Tortolini. Voi. HI, pag. 322 (1852) ; 

EiSENLOHR, Unters. uber Variationsrech. Dis- 
sert. Mannheim, 1853; 

Spitzer, Sui criteri per distinguere i massimi 
dai minimij ecc. Wien, Sitzungsberichte. Voi. XII, 
pag. 1014 (1854); Voi. XIV, pag. 41 (1854); 

Heine, Bemerkungen zu Jacobi^s Abh., ecc. 
Creile. Voi. LIV, pag. 68 (1857); 

Hesse, Veber die Kriterien des Max. und Min. 
der einf. Int. Creile. Voi. LIV, pag. 227; 

MiNDiNG, Ueber die Transformationen tvelche 
in der Variationsrechnung^ ecc. Creile. Voi. LV, 
pag. 300 (1857); 

HoRNEB, On JacobV s reduction^ ecc. Quart. 
Journ. XIV, pag. 218 (1876). 

Il caso in cui vi sieno più funzioni incognite e 
fra esse esistano delle relazioni differenziali fu 
cominciato a trattare da Clebsch : 

Clbbsch, IJeber die reduction der 2.'*'» Varia- 
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tion auf ihre einfachste Form, Creile. Voi. LV, 
pag. 254 (1858); 

CiiBBSOH, Veber diejenigen Probleme der Varìa^ 
tionsrechnung, ecc. Creile. Voi. LV, pag. 335. 

Di un terzo lavoro di Clebsch relativo al me- 
desimo soggetto ma per gli integrali multipli par- 
leremo in altro capitolo. 

LiPSOHiTz si occupò con metodo diverso dello 
stesso problema, e delle stesse cosiddette trasfor- 
mazioni della variazione seconda: 

LiPSCHiTz, Beitràge zur TheoHe der Variation 
der einfachen Integrale. Creile. Voi. LXV, pa- 
gina 26 (1864), 

e il suo metodo fa esteso poi da Mayer al caso 
dei massimi e minimi relativi: 

Mayee, Ueber die Kriterien des Maximums und 
Minimums der einfachen Integrale, Creile. Volu- 
me LXIX, pag. 238 (1868). 

Altre ricerche sullo stesso argomento sono le 
seguenti : 

Stben, Ueber die Bestimmung der Constanten 
in der Variationsrechnung. Gòtt. Abhand. XIII 
(1868); 

LuNDSTBoM, Distinction des max,^ ecc. Nova 
acta soc. Upsaliensis. Serie III. Voi. VII (1869). 

(In questo lavoro l'Autore tratta di uno speciale 
problema isoperimetrico.) 

Ebbmakk, Zeitschr, f, Math, Voi. XXIII, pa- 
gina 362; 

Kbey, Die Kriterien des Max.^ ecc, V. Forsch. 
Voi. VII, pag. 237 (1875); 

1 Mayer, Die Kriterien des Maximums^ ecc, Math. 
Ann. Voi. XIII, pag. 53 (1878). 
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(In questo lavoro l'Autore tratta in ispecial modo 
del caso isoperimetrico, e dimostra una certa legge 
di reciprocità di cui parleremo in seguito.) 

Mayer, Leipz. Berichte^ pag. 99 (1884). 

(In questo lavoro l'Autore considera il caso in 
cui i limiti sono anche variabili.) 

ScHEEFPER, Die Maxima und Minima der ein- 
fachen Integrale zmschen festen Grenzen. Math. 
Ann. Voi. XXV, pag. 522 e 594 (1885); 

CuLVEBWELL, Lond. PhiL Trans. Volume 
CLXXVIII {A\ pag. 95; 

WiNKLER, Wiener Bericht. Voi. XCVII, pa- 
gina 1065; 

VON EscHEEiOH, Zur Theorie der 2J^** Varia- 
tion. Wien. Berichte. Voi. XCVII, Parte II, pa- 
gina 1416; Voi. XCIX, pag. 1463; 

Ermakoff, Kiew Univ. N. 9 (1891) (in russo). 

Un lavoro che si riferisce alle recenti ricerche 
di Weierstrass, esposte da lui nelle sue lezioni, è : 

Zermelo, Vntersuchungen zur Variationsrech- 
nung, Dissert. Berlin, 1894. 

I seguenti lavori di Zmurko relativi al soggetto 
di questo capitolo ma per il caso generale degli 
^ integrali multipli, sono erronei: 

Zmurko, Ein Beitrag zur Variai.^ ecc. Erak. 
Denksch., II (1876) (in polacco); 

Zmurko, Theorie der relative Maxima und Mi- 
nima bestimmter Integrale; Wiener Denksch. Vo- 
lume XXXVI, pag. 235 (1876). 

Per essi si può vedere : 

Mertens, Ueber die Osculationsfunction des 
Hr. Zmurko. Erak. Denksch., II; 

Mertens, Schlomilch Zeitsch. Volume XXI, pa- 
gina 142 
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e anche le osservazioni di Mayer nei Forschrift. 
Tol. YIII, pag. 220 e seg., e la risposta di 

Zmubko, Krak. Denksch. Voi. Ili (1877). 

Sulla considerazione delle variazioni di ordine 
superiore al secondo, quando anche la seconda e la 
terza sono zero, ci sono pochissimi lavori. Si può 
vedere : 

Ebbmann, Schlomilch Zeits. Voi. XXII. pagi- 
na 324 (1876) e Voi. XXVI, pag. 73 (1881). 

Zmubko, Wiener Denksch. Voi. XXXVII, pa- 
gina 43 (1876). 

Sono però lavori che lasciano molto a desiderare. 

Una formola sulle derivate di ordine superiore 
adoperata da Erdmann nel suo secondo lavoro 
(pag. 76), deve attribuirsi a E. Fergola. (Vedi 
I Rend. Acc. Napoli. Voi. XXI, pag. 161 (1882).) 
I Osservazioni critiche di capitale importanza sul 
vero significato da attribuire ai risultati ordìnarii 
del calcolo delle variazioni, relativamente alla 
esistenza o meno dei massimi o minimi si de- 
vono a Lodovico ScheefFer troppo presto rapito 
alla scienza e agli studi critici. ( Veber die Bedeu- 
tung der Begriffe Maximum und Minimum in der 
Variationsrech. Math. Ann. Voi. XXVI, pag. 197 ; 
Leipz. Berich. 1885, pag. 92.) 



96 § 17, — Trasformaz. della seconda variaz. 



§ 17. Discussione generale 

del problema della tba§poflmazionb 

della seconda variazione. 

La variazione seconda dell'integrale ha, come 
si è visto nel paragrafo precedente, la forma 

x' 

dove ii è una forma quadratica nelle quantità 

le quali sono funzioni arbitrarie di x (assogget- 
tato alle solite condizioni di continuità, derivabi- 
lità ecc.) Se questi argomenti (che per un mo- 
mento sarà utile indicare con Z\Z<i. . .^ fossero 
tutti fra loro indipendenti (il che non è perchè 
p. es. 8 y\ non è indipendente da B y^ per quanto 
l yi sia arbitrario) allora sarebbe facile la ricerca 
del caso in cui 8^ I ha segno costante. 

Basterebbe perciò che avesse segno costante fra 
i limiti d^ntegrazione la forma quadratica Q, qua- 
lunque sieno le 2^1 2^2 . . . e qualunque sia il punto 
X fra i limiti d' integrazione. 

Giacche in primo luogo è chiarO; che se Q ha 
segno costante per ogni x fra x' e x' e non di- 
venta mai infinita fra questi limiti^ allora Finte- 
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graie S^ I ha anche segno costante e propriamente 
il medesimo segno se a?' < ^'^ 

La condizione che ^ non debba diventare infi- 
nita in alcun punto fu aggiunta da Lagrange nella 
sna esposizione della ricerca di Legendre. (Vedi 
Opere^ Voi. IX, pag. 303.) 

L'esempio da lui esposto è il seguente: 

La funzione 

1 

e sempre positivo per oc reale. 
Il suo integrale è 

X 



che definito fra 

dà - 3 (quantità negativa) ; ciò perchè la funzione 

1 

(1 - xY 

diventa infinita per x=^i che è un valore com* 
preso fra i limiti d'integrazione, 

Sappomamo ora che l'integrale debba avere 
segno costante p. es. positivo. 

Allora se Q in un punto p. es. Xq fra x^ e ic" 
e per un certo sistema di valori delle ^ ^i ^ ^2 - • * 
ha segno negativo potrà sempre trovarsi, per ef^ 

Pascal. 7 



1 
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fetto delia supposta continuità sua, tutto un intera 
vallo attorno ^o ^^ ^^i ^ ^ negativa; gli estremi 
di tale intervallo sieno Xi e v^^ e sieno 

quelle funzioni di x per le quali ^ è negativa Del- 
l' intervallo 0:1^2* Costruiamo una qualunque fun- 
^ zìone continua di x, X {x) la quale sìa zero negli 
intervalli x' x^^ e x" x^^ e sia positiva nell'inter- 
vallo Xi ^Tg, e poniamo 

0j = X (a?) wi (a;), ^2 = ^ (''^) **^2 (^)» • • • 

Per tali valori evidentemente ^ verrà ad avere 
per ogni a:, valore zero valore negativo, e 
quindi il suo integrale sarà negativo, contro la 
ipotesi. Dunque dobbiamo conchiudere che perchè 
S* I si$i costantemente positivo è necessario che lo 
sia Q. 

È naturale che non possiamo più fare lo stesso 
ragionamento quando Zi z^ . . . sono fra loro dipen- 
denti perchè allora non possiamo più arbitraria- 
mente disporre di esse, cosa che occorre per il 
ragionamento che abbiamo fatto. 

Qual'è l'idea che si presenta spontanea? 

Supponiamo che delle 2^1 2^2 . • . ^ possano con- 
siderarsi fra loro indipendenti, e le altre dipen- 
denti dalle prime n. 

Nel caso p. esi che vi sieno n funzioni inco* 
gnite e le derivate di esse, ^ Vi ... 5 y» sodo indi- 
pendenti, e S y'i 8 y'g . . . S y'\ hy'\ . . . sono dipen- 
denti dalle prime. 

Sé noi possiamo trasformare la forma quadra- 
tica ^ in un'altra dspressionc la quale» a meno di 
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parti integrabili, sia a sua volta una forma qua- 
dratica in sole n nuove yariabili fra loro indipen- 
denti, allora alla ^ così trasformata possiamo ap-. 
plicare il precedente criterio e risolvere comple- 
tamente il problema. 

E in ciò che consiste il problema della trasfor- 
mazione della variazione seconda. 

Trasfm'mare la forma ^^ quadratica nelle 

nella somma della derivata di una forma quadra- 
tica iig che 8i annulli per x=^x e x = x\ e di 
un'altra forma quadratica Uj non più nelle varia- 
bili primitive^ ma in n altr^e variabili che chiame- 
remo per simmetria^ Fi ... S Yn, che sono formate 
linearmente mediante le prime^ e che sono fra loro 
assolutamente indipendenti. La l^i non deve di- 
ventare mai infinita fra i limiti d'integrazione. 
In formola si avrà allora 

doc 

e integrando fra i limiti a?' x'\ e ricordando la vo- 
luta proprietà di ^, si ha immediatamente 

X X 



\ 



e allora perchè ^^ I abbia segno costante, è ne- 
cessario e basta che lo abbia O^. 
8è ^2 ^0^ diventasse zero nei due limiti, allora 
avrebbe un termine dippiù fuori il segno inte- 



■ n 
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graie e non potrebbe piii faoilmente ricavarsi la 
condizione purché S* I abbia segno costante. 
Supposto che ii contenga 

la ^^2 ^0^ potrà certamente contenere S j/jO), altri- ; 
nienti derivando rispetto ad .1?, la derivata conter- 
rebbe 5j//^+i), e dalla forinola precedente risulta 
che questa quantità dovrebbe essere contenuta 
in ii. 

Ora essendo assegnati i valori delle funzioni 
incognite e delle loro prime r — 1 derivate, ai li- 
miti (in tutto 2rn valori^ tutte le variazioni | 

sono appunto eguali a zero, e quindi 11.2 = ^ì 1 
limiti. 



§ 18. PillME BIGEEOHE DI LeGENDBE E LAQBANaE. 

Consideriamo il caso di n *» 1, cioè che vi sia 
una sola funzione incognita y. 

La funzione F sotto il segno integrale contenga 
solo X, y, y\ 

Allora la seconda variazione è 

82/== j" [A^y^-k-2Bly^y'+C^y'^]dx 



X 



dove A^ JS, C sono le seconde derivate di F ri- 
spetto ad y e y\ 
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Per i principi generali sviluppati nel paragrafo 
precedente dobbiamo trasformare la espressione ^1 
sotto il segno in modo che risalti del tipo 

'^ Qg + Qj 



dx 



dove ^ sia una forma quadratica nella Bola Bt/ 
cioè sìa del tipo <x$^^ e ^i sia una forma qua- 
dratica in una variabile sola funzione lineare omo- 
genea di 3 1/ e $ y^ cioè in altri termini sia, a meno 
di un fattore, il quadrato di una funzione lineare 
omogenea di Sy, ^y\ 

Per la determinazione della funzione a di a; si 
giunge ad un'equazione differenziale. 

Ponendo 

d'^'^-^'y'+^^'y'y' 

ri ha la relazione 

dx 

e perchè ^i sia il quadrato perfetto di una forma 
lineare in o j/, ly^ occorre e basta che 



102 § 18, — Ricerche di Legendre e Lagrange. 

equazione differenziale che serve per determinare 
la funzione «. 

Supposta veriiSeata questa condizione, ^^ potrà 
porsi sotto la forma 



(«y' + ^-^syJ 



^supposto che G sia diyerso da zero\ 

So a non è reale non potrà però dirsi che que- 
sta espreijsione ha segno costante, e propriamente 
lo stesso segno di 



dy 



'2' 



e inoltre se a diventa infinito in qualche punto 
compreso nell'intervallo d' integrazione, non potrà 
più dirsi che V integrale di tale espressione ha se- 
gno costante e cioè lo stesso segno di C Ciò per 
le osservazioni fatte nel paragrafo precedente. 

Ricaviamo dunque che perchè sia risolubile il 
problema nella maniera indicata è necessario che 
la funzione % ricavata dalla precedente equazione 
differenziale sia sempre finita e reale. Il Legeudre 
cercò di dimostrare che è sempre possibile tro- 
vare (/ reale (Mem. de Paris. 1789, pag. 348); ma 
le sue dimostrazioni sono inesatte; del rèsto il teo- 
rema è vero, come si sa dalla teoria delle equa- 
zioni differenziali. 

Un procedimento analogo potrebbe tenersi per 
il caso in cui in F comparisca anche la y". Al- 
lora si hanno tre equazioni differenziali di 1,*^ or- 
dine per determinare tre funzioni incognite «,6, 
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r, che sono ì tre coefficienti della forma quadra* 
tìca fà^ che in questo caso sarà del tipo: 

Derivando rispetto ad x^ e sottraendo da O e 
esprimendo la condizione perchè si abbia un qua- 
drato perfetto, si hanno le tre indicate equazioni 
differenziali. 

Esistono dunque, le funzioni a, P . . . reali, ma 
non basta conoscere la loro esistenza; occorre co- 
noscerle per poter decidere se ^^ diventa infinita 
in qualche punto del cammino dMntegrazione, nel 
qua] caso, come si sa, non sarebbe più applicabile 
il criterio per il massimo e minimo. 

Passiamo ora ad esaminare qual' è il progresso 
fatto fare da Jacobi a questa teoria. 



§ 19. Tbobemi di Jacobi. 

L^osservazione fondamentale fatta da Jacobi con- 
siste in ciò che l'integrale generale deirequazione 
differenziale o gli integrali delle equazioni diffe- 
renziali che servono a determinare le funzioni au- 
siliarie v^i P) • • • del paragrafo precedente) possono 
determinarsi immediatamente conoscendo l'inte- 
grale generale dell'equazione differenziale che de- 
termina la funzione incognita y, 

I teoremi che egli enunciò senza dimostrare 
per giungere a questo risultato possono enun- 
ciarsi sotto la seguente forma : (Vedi per es. Jel- 
lETT, Die Qrundlehren der Variationsrechnung. 



\ 
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Braunschweig, 1860, pag. 92 e seg. ; MoiaNO-LiN^- 
DELÒFF, Calcul des variations. Paris, 1861, capi- 
tolo Vili, ecc.) 

Teorema 1.® — Poniamo al solito la variazione 
prima dell'integrale definito sotto la forma 

,. f^"/^ dM' ^d^M" \. . 



X' 



dove 



= J \i-^ydoc 



M^i^. M'^'^^ 



La variazione di v- può porsi sotto la forma 



8fx = ^Sy~3^(^l8y') + -^^(J2Sy'')-... 



dove AAA".., sono determinate funzioni di x. 

Per la dimostrazione di questo teorema invece 
di adoperare un metodo diretto (Vedi p. es. il 
trattato di Jellett citato) adoperemo il seguente 
semplice metodo di Heine. {Creile. Voi. LIV, pa- 
gina 70.) 

Indichiamo con ^ e\ due diversi simboli di ya- 
riazione e formiamo la doppia variazione di I; 
sarà 
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che dovrà essere eguale a 

a/ x' 

Intanto con successive trasformazioni per parti 
possiamo trasformare (1) nel seguente modo: 



X 



In effetti i termini di (1) nei quali i=j sono 
già di questa forma. 
Se poi /= i + 1, il termine: 

j a [8 yii) 8i y(«+i) + 8 y(»+i) 8^ t/(0] d x 
a meno di una parte integrata, è eguale a 



dx 



Zyi^\y'i)da: 



X' 






perchè, integrando per parti quella espressione, si 
ha esattamente come parte non integrata la espres- 
sione di sopra, e in quanto alla parte integrata essa 
è zero, perchè nei due limiti x^ x^^ sono zero tutte 
le variazioni di j/ e delle prime sue r — 1 deri- 
vate (se in F le derivate compariscono sino al- 
l'ordine r). 

Se infine y è diverso da « e da i + 1, integrando 
per parti il termine 

x' 
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a meno della parte integrata ohe al solito è zero, 
si hanno i due termini 

j p [8 yiW) 8i yO-O + 8 yU-D 8^ yd+D] d x , 



X 

e 



r Yi\^y^^^iy^'~^^ + ^y''^ lyy^^nax 



X 



e quindi, applicando successivamente Io stesso pro- 
cedimento, ci ridurremo al caso in cui ì due 
indici sono eguali, ovvero a quello in cui essi dif- 
feriscono per un'unità, e anche quest* ultimo caso 
si riduce poi al caso dei due indici eguali. Resta 
dunque provato che la fi) è trasformabile in (3). 
Consideriamo ora il termine 



f 



x' 



«" 



Ai^y'^y'dx. 



Con integrazioni per parti, questo termine si 
riduce (a meno di una parte integrata che al so- 
lito è zero) a 



<•/-.» 



-"'^^^'y'^-^^ya.. 



dx 

x' 



Così procedendo per gli altri termini, è evidente 
che la (3) potrà subito trasformarsi a sua volta in 

J [^'^" "^^ +- dx^ -...J^iydx. 
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Dal paragone di (4) con (2) risulta subito la 
proposta espressione per ò (x. 

La espressione di $ {a è il primo membro di una 
equazione differenziale lineare rispetto alla fun- 
zione ^y ài X. Sviluppando infatti le derivate ri- 
spetto ad x^ si vede immediatamente che si ha 
un'espressione lineare in ^y e nelle sue derivate 

ly'Zy"..: 
È utile aggiungere che 



An = 



d j/(»>* 



perchè ( — 1)" Au e il coefficiente di 8 y'» nello 
sviluppo di 

s,=^,j,-14M.,... 

^ dee 
e 



'... 1 n 



ay('»)2 



è il coefl&cieute di 3 j/(2») nello sviluppo di S ijl cal- 
colato direttamente dall'espressione 

,, dM' d'M'' 
dx d^^ 

Teorema 2,^ — Uequazione differenziale 
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lineare in ^y e nelle sue derivate^ è identicamente 
soddisfatta da 

dove e è una qualunque delle costanti d'integra- 
zione che compariscono nelV espressione generale 
delV integrale y ricavato dalV equazione differen- 
ziale f/. = 0. 
Infatti 

^, dM' d^M'' 
dx dx^ 

Calcolando direttamente 8 fi. %\ ha 

Invece, supposto sostituito in tt per y e per le 
sue derivate il valore trovato da {^ = 0, e deri- 
vando allora il primo membro di questa equazione 
rispetto a e, e eguagliando a zero (perchè (a = 
è identicamente soddisfatta, e quindi f^ è zero per 
qualunque e) si ha 

ldMdy.dMd_£. \ 
\dy de ^ dy' de ""•••) 

dx\ dy de dy' de ''J-^" ^ 



I 
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ed essendo 

d_y[ ^ d dy 

de da) de' 



ecc. 



si vede che il primo membro di questa relazione 
è esattamente quello che si ottiene da ^ [>- sosti- 
tuendo -^— in luogo di 3 y. Dunque con questa 
oc 

sostituzione Sf^ è identicamente zero, cioè l'equa- 
zione differenziale lineare 8 ji. = è soddisfatta. 
Per questa semplice dimostrazione (vedi Hesse, 
Creile. Voi. LIV, pag. 251). 

Sapposto che nella funzione F sotto il segno 
integrale le derivate della funzione incognita com- 
pariscano sino all'ordine r, la i* = sarà un'equa- 
zione differenziale di ordine 2 r, e anche 8 u — 
conterrà le derivate di 8 y sino all'ordine 2 r. 

Allora coli' integrazione si avrà la y con 2 r co- 
stanti arbitrarie Ci Cg . . . C2 r, e 

ay ^y dy 

saranno 2 r integrali particolari dell'equazione 

8a==0. 

Dalla teorìa delle equazioni differenziali lineari, si 
sa allora che l'integrale generale sarà una com- 
binazione lineare a coefficienti costanti di tali 2r 
integrali particolari, cioè l'equazione o u. = è sod- 



no 
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1 



disfatta da 



St/==Q|^^... + C2,. ^^ 



dci 



d C2>- 



dove Ci. . . C2r sono costanti arbitrarie. 

Però perchè una tale espressione possa dirsi 
l'integrale generale è necessario che il determi- 
nante (Wronskiano) 






dy 

d C2r 



d t/^2r-l) g y(2r-l) 



dci 



dC2r 



sia diverso da zero. (Vedi Calcolo integrale^ pa- 
gina 267.) 
Ora ciò si verifica effettivamente, perchè 

è, per ipotesi, l'integrale generale di [x - di or- 
dine 2 r e quindi per la teoria degli integrali ge- 
nerali delle equazioni differenziali, le relazioni 



y 
y' 



— f (a?, Ci.. .C2r)=0 

— f {co. Ci... C2r) = 



y(2r- 1) ^ fi2r^l) (^^ ^ . . . C2r) ^ 



devono potersi risolvere rispetto alle 2r costanti; 
per il che occorre che esse sieno indipendeoti, e 
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perciò r Jacobiano delle funzioni rappresentate dai 
loro primi membri rispetto alle variabili 

Ci ^2 . . . C2r 

sia diverso da zero iVedi Calcolo differenziale^ 
pag. 214) ; ora tale Jacobiano è esattamente il de- 
terminante soprascritto. 

Per passare ora alla dimostrazione del 3.** teo- 
rema ausiliario di Jacobi^ occorre premettere al- 
cuni altri termini pei quali seguiremo Tesposizio- 
ne che ne fece Hesse. {Creile. Voi. LIY, pag. 230 
e seg.) 



§ 20. Teobemi di Hesse sulle espressioni 

differenziali. 

Sia z una funzione di cr, e a© «i . . . date funzioni 
della stessa variabile. Consideriamo la seguente 
espressione differenziale omogenea 

^ = OqZ H aiz' + 02 z'^ ! ... 4- an z^ . 

Si può vedere che una tale espressione può sem- 
pre porsi sotto la seguente forma 



d{A,z) , d^A2z) 
dw doc' 

d^ (An z) 



9 = ^er^ TXT" + v jj ^2 "~ • • -"T 
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Ili effetti sviluppando le derivate coatenate io 
quest'altima espressione e paragonando i coeffi- 
cienti delle medesime derivate di z, si hanno le 
relazioni 

a, - Ao -A,' * A,:' - Ar + ... = ^ (- lY A^"^ 

8 

a,= - ^1 * (?) ^i - (?) ^»" +•••=■ 2 ( - ly (l ) ^i' 



- A3 +...=- 2 (- D» (ij ^^ 



rto = 



(I 
8 

pi 
8 



dalle quali con una facile inversione si possono 
ricavare le formolo inverse che sono della mede- 
sima forma di èsse. 

Giacché moltiplicando la r'"« di esse per ( — 1)'* , 
la prima derivata della (r -f 1)*"" per 



(-l,'(-t'); 



> + 2^ 
r 



la seconda derivata della (r + 2)**^ per 

(-i/( 

e cosi di seguito, e sommando si ha 

'- ^- - ((•■ t ') - r .")) ^w, . 

J 
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+2- 



Ora 

,_ (r.t(r.i-l....(t.l (i _ (tj , III . jtj . 

i che è eTidenteinente zero perchè il secondo fat- 
i tore è lo sviluppo di (1 — 1)^. Dunque possiamo 
dire che 

Or - ('■+ ^) aV+1 + (*■ ;J: ^i a'V+8 -...-(-!)'• A,. 

forinola la quale fa appunto vedere che le A si 
esprimono per mezzo delle a colle medesime for- 
inole colle quali le a si esprimono per le A. 

Conseguenza importante di ciò è che se si forma 
l'altra espressione differenziale 

questa sarà eguale a 

dja^z) , d^{a2z) un^*lS^^ 

" doo dx^ ^ dx^ 

La forma ^ la chiameremo la coniugata di <p. 

Pascal. 8 



114 § 20, — Teoremi di Resse. 



È chiaro che se di ^ si forma la coniugata si 
deve ricadere nella forma 9; cioè la forma coniu- 
gata della coniugata di una data è eguale alla 
data. 

È evidente ancora che la somma la differenza 
di due forme date ha per coniugata la somma 
la differenza delle due forme coniugate alle date. 

Per il nostro scopo sono di particolare irapor 
tanza quelle forme che hanno per coniugate se 
stesse. 

Si può far vedere che una forma di ordine di 
sparif non può avere per coniugata sé stessa. 

In effetti se n è dispari le a non possono esserd 
eguali alle A^ perchè dalla relazione 

an = (— 1)'* An 

si ricaverebbe 

a« = — an 

cioè a» = contro l'ipotesi. 
La forma di ordine 2m 

dm (b g(^)) 
dùD*^ 

ha per coniugata sé stessa. 
Infatti la forma data, sviluppata, è 

Intanto dalle relazioni identiche 
{6(«) z) = bM z 
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^ (òC'w-i) z) == b(^) z + 6(«»-i) z' 



dx 



j-^ (6(''» -2) ;2) = ftm ^ + (^ ] 6('«-l) ^' + Ì'»-2 ^" 



la terza per + I^J, ecc. e sommando, e tenendo 
conto delle relazioni binomiali 



si ha infine 

^ l dx^ 



d^ 
dx* 



+ —2 (*^'"-'> «) - • • 



e deriyando primo e secondo membro m volte 
si ha 



L 



!• (?'» (&(»») 2) rf'»+i (6'»' - 1) g) 1 
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di cui il primo membro è a sua volta la forma 
data. Questa formola mostra che i coefficienti A 
sono rispettivamente «eguali alle a, e quindi la 
forma data ha per coniugata se stessa. 

Come corollario di questo teorema ricaviamo 
che Offrii espressione del tipo 

d(hz') , d^b^z'') 

^''^ ~T^^ dx^ ••• 

ha per coniugata sé stessa^ perchè tale proprietà 
r hanno i suoi termini separatamente. 

Dimostriamo ora il reciproco di questo teorema; 
cioè ogni forma © di ordine 2w, che ha per co- 
niugata sé stessa^ è esprimibile colla forma 

d{b,z') ■ dHb^z'^) 
^-^''--d^-^-Jx^"'" 

(Vedi Hessb, Creile. Voi. LIV, pag. 233.) 

E semplicissima la dimostrazione di questo im- 
portante teorema. Se <p e ^ hanno ambedue la 
proprietà di essere eguali ai loro coniugati, la stessa 
proprietà deve essere posseduta dalla forma 9 — i^; 
ora sviluppando tale forma e ordinandola secondo 
le successive derivate di 0, si potrà sempre di- 
sporre delle m + 1 funzioni indeterminate 

Oq Oi ... Om, 

in modo da rendere nulli i coefficienti delle m t 1 
derivate di ordine pari di z ; allora restano solo le 
derivate di ordine dispari, e quindi (almenochè i 
loro coefficienti non sieno tutti zero) la forma re- 
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stante cp — •} è certamente di ordine dispari; il che 
non può essere perchè una forma di ordine di- 
spari non può avere per coniugata se stessa. Ne 
deduciamo che anche tutti i coefficienti delle de- 
rivate dispari di z devono riuscir zero, quando le 
b sono determinate nella maniera indicata; cioè in 
altri termini la forma ^ risulta eguale alla (p data. 

Per brevità di linguaggio chiameremo in seguito 
una forma del tipo 'f, una forma che ha per co- 
niugata sé stessa. 

Passiamo ora a dimostrare quest'altro teorema: 

La forma 

d^ibz) , ( + se m par 



dx*^ 



\— se m dispari) 



è riducibile al tipo ^. 

Basterà dimostrare che essa ha per coniugata 
se stessa. 

In effetti, sviluppando, si ha 

^ = bini) ^ ^ JY j i(m-l) ^/ 4. j jj b(m-2) ^'' ^ . . . + 

■+ b z^'») zk b zi*") 

e i due ultimi termini si sommano si distrug- 
gono secondochè m è pari dispari. Quindi © in 
ogni caso è sempre di ordine pari cioè 7n ov- 
vero w? — 1 . 
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I coefficienti di questa forma sono 

ao - 6"»' 

«1 =/'»)60"-i) 

«. = (?) *"- 

(26 (se ?w è pari) 
(0 {se m h dispari). 

Cercando i valori dei coefficienti Aq Ai,, , Am 
doUa forma coniugata si ha (se r < m) 

Ar-i l)'[*-(''+')oV+i-('' + 2)a",.+! ..] 

-HI. -[(Ti-r; 'iw-r •/)(.•"' 2) ■ ■■■ 

(love 

l(_l)m-,-2J'w\ (se m è pari) 

( (se m è dispari) 

Tenendo ora conto della relazione sopra dimo- 
strata relativa a certe combinazioni di coefficienti 
bìnomiali, si vede che in ogni caso si ha 



± 



^• = (^) 6'" "'• = «.-. 
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E inoltre è evidente che se m è pari si ha 

e se w è dispari si ha Am = ; dunque il teorema 
resta dimostrato. 

Da esso ricaviamo quest'altro : 

La forma 

^ = — ^i d= 7 (m > m') 

{il segno + se m — m' è pari ; 
il segno — se m — m' è dispari) 

è riducibile al tipo ^. (Vedi Jellett, Variations- 
rech. Braunschweig. 1860, pag. 392.) 
In effetti possiamo scrivere 

9 == -3 — 7 — i-^ — , ~ ±b 2; "•) 
doc^ { dx^-^^ 

e ponendo 

2:(»»') = 0j, m — m' ^p 

si ha 

Per il teorema preoedeate la forma contenuta 
nella parentesi, è riduoibile al tipo 

. d (6, z\) . tP ih z'\) 
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dunque si avrà 



1 



^ _ d^^bpZi) _ d^'+^ ibi z\) _^ 
' dx»^ d(V*^'+^ 

e ponendo Zi=^z*^\ la forma <p resta immediata- 
mente ridotta al tipo ^. 

Dopo ciò possiamo subito passare al terzo teo- 
rema di Jacobi. 
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Sia t una determinata funzione di x; la forma 

d «1 {t zY d^Hif zY' 
dx dx 



^ = t\^QtZ 3-;;; — +• — J3 ... I 



dove con (tzY {tzY' *.. si intendono le derivate 
successive del prodotto {t z\ è riducibile ni tipo ^» 
Basterà dimostrare che ogni termine di quella 
espressione, cioè p. es. 

d"^ a [t 2:)(w») 



t 



dx""' 



è riducibile al tipo ^. 

Ora è facile trovare la seguente formola che del 
resto noi abbiamo già dimostrata con altri simboli 
nel paragrafo precedente 
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Applicandola al caso nostro, possiamo scrivere 
d»'<^{t zY*») __d"*t(x,(t z)»" 

V 



-(T) 



da:»' d a;^ 

mXd'^'^foLitzy»') 



rfa?»»-! 



-f ... 



Sviluppando ora la derivata {t zY'**^ colla solita 
formola cosidetta di Leibnitz, si vede che in ul- 
tima analisi ci riduciamo a termini del tipo 

\r)\s) dx^ r 

dove r s possono avere tutti i valori da ad m. 
Ponendo w — r = s' la precedente espressione 
diventa 



( 



''""'. \s'l\sì dxs' 



e scambiando s con s' si ha 

^ ^'^ \sì\s'l dXS 

e questi due termini hanno lo stesso segno o se- 
gno diverso secondochè s — s' è pari o disparì. 

Introducendo la parte numerica sotto il segno 
di derivazione, si vede che se s = s\ allora si ha 
on termine del tipo di quelli di 'l' ; e se s è di- 
Terso da s' si hanno due termini del tipo 

d' (Az^')) d^(A^^ 
dx^ dx^ 
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dove il segno è -f o — secoadochè s — s' è pari 
dispari. Per Tultimo teorema del paragrafo pre- 
cedente un tal binomio è riducibile al tipo ^^ ; dun- 
que infine abbiamo che tutta l'espressione propo- 
sta è riducibile al tipo ^l', e con ciò è dimostrato 
il teorema di Jacobi 

Dal teorema di Jacobi si ha dunque che 

. d(b,z') , dHb^z^') 

dx dx^ 

E facile trovare il valore di Cq, Esso è evidente- 
mente 

Possiamo quindi ricavare quest'altro risultato : 
Se t è una funzione determinata di x la quale 
soddisfi l'equazione differenziale lineare 



d (ai f J rf^r) 
dx dei 



«o«-^^^^;^ + ^^^T^^-...-o 



allora la forma 9 



A . d^iitz)' 
^ = t]^tz J^T'^'" 



è esprimìbile con una forma del tipo 

^^_d{b,_z^) , d^lbjz") 
dx ' dnc^ 
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e quindi V integrale 



/ 



è riducìbile al medesimo tipo, cioè 



J 



^d x=^ —biz' + 



dx 



Nello sviluppo della espressione <p, il termine in 
2j2w» ha per coefficiente (— l)'»«m^^; e lo stesso 
termine nello sviluppo di cp messa sotto la seconda 
forma ha per coefficiente (^ \/^hm\ dunque 

bm = ^m t^ 



§ 22. Applicazione dei teobemi precedenti 

PER LA trasformazione DELLA 
SECONDA VARIAZIONE. 

t 

Consideriamo il caso più semplice in cui la 
funzione F sotto il segno integrale contenga solo 

^, 2/, y' : 



=r 



F[x,y,y'}dx. 



X 



Si ha 



fx 



i «sa I [t^lll dx 



X 
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dove 

^, dM' 

dee 

e 






82 _ 

oc 



dove, per un teorema precedente (Vedi § 19.), 



Poniamo 



r' dir)' 



^y = tz 

^+ Giu- 
dei d Ci 



t^C^+Ci 






dove y sia l'integrale generale dell'equazione* di 
2.** ordine p. = 0. Per uno dei teoremi sopra di- 
mostrati la espressione t soddisfa l'equazione dif- 
ferenziale 



d {Alt') 
dx 



Ao t V — = 0. 



Quindi, per il terzo teorema di Jacobi: 



X 
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è eguale ad un' espressione del tipo 

— hz' 

dove 



e tornando ai simboli antichi, possiamo perciò 
scrivere 

Ora sulla espressione della variazione seconda 
eseguiamo un'integrazione per parti. 
Possiamo scrivere 

J«" far" 



«' a?' 



^' a;' 



Dovendo 5 y annullarsi nei due limiti delF inte- 
grale, dovrà annullarsi t,z\ ora supponiamo che 
le costanti C in t non possano determinarsi in 
modo che t si annulli in tali due punti^ e allora 
necessariamente dovrà in essi annullarsi z. 

La prima parte di questa forraola è perciò zero. 
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Inoltre 

dxXtì t^ 

e quindi 



z'^ t^ = 



f -12 



La variazione seconda diventa infine 

e con ciò è ridotta alla forma desiderata. 

Per la condizione posta riguardo a ^, se ne de- 
duce che non sarà possibile determinare le co- 
stanti arbitrarie in i in modo che per opportuna 
scelta della funzione arbitraria B y, questa espres- 
sione sia zero ; perchè allora dovrebbe essere 

e quindi t dovrebbe, come ly^ annullarsi ai due 
limiti. 

Passiamo ora al caso generale in cui F con- 
tenga le derivate di y sino alla r*"*. 

La variazione seconda si può ridurre alla forma 

d Ui 3 y^) 



a' 



+ ...+ 
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Poniamo 



f —rif dy .,, dì/ 



d Ci "9 C2t' ' 

e supponiamo che y sia tale che le costanti C^ 
non possano mal determinarsi in modo che ^ e le 
sue prime r — 1 derivate si annullino nei due li- 
miti dell'integrale, e che z, e le sue derivate si 
annullino in tali due limiti. 

Per un teorema sopra dimostrato si avrà iden- 
ticamente 

o quindi per altro teorema dimostrato 

Intanto integrando per parti e osservando che Zi 
è zero nei due limiti dell'integrale, si ha 

Jx'' Cjc" 

h^lydx I l\i^,ti,zi.dx = 

x' x' 
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L'integrale così ottenuto è della medesima forma 
di quello sotto cui si può esprimere immediata- 
mente la variazione seconda, solo che in luogo di 
oy compare la quantità z'i; e invece di compa- 
, rirvi r 4-1 termini ve ne sono solo r. 

Se poniamo 

t^r=z Ci' — — [-... + C 2r ;r— 
Ci C2r 

si può osservare che Zi^-j- soddisfa Tequazione 

dx 

purché si ponga fra le costanti C's C"« una rela- 
zione. 

Giacche essendo 



i 



ti^ \>.dx = biZi j^ f- . . . 



si ha che ogni valore di S y che soddisfa S [x = 0, 
renderà costante il secondo membro; ora per 

(valore di S y che rende zero ^ (a), si ha 

^y t2 

e quindi ponendo 8 y -t^ nell' integrale del pri- 
mo membro, o, ciò che è lo stesso, nel secondo 
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membro z^ = -, si dovrà avere per risultato una 

h 
costante arbitraria; ponendo tale costante eguale 

a zero, si verrà a porre una relazione fra le C 

e O . 

Poniamo allora 



^1 



'=^h 



colla condizione che ^2 sia zero ai limiti, e ope- 
riamo come precedentemente. 
Si otterrà la variazione seconda trasformata in 



- \^' z4\Hz4 



d{h'z^') 



dx 



+ ..Ad X. 



Poniamo ancora 



Ci d C2r 

e osserviamo che 

soddisfa la equazione 

dx 
purché fra le C si suppongano altre due relazioni. 

Pascau 9 
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Giacche 

e quindi qaeBt^oltima espressione è eguale anche 
al doppio integrale 



f(fy[J ^i^***^^]^^- 



Per 8 uL = r integrale in parentesi diventa in 
generale una costante, che chiameremo M e quindi 
questo doppio integrale diventa 



w 



essendo N una nuova costante d^ integrazione. 
Intanto 8 ia è quando 5 y = ^3, cioè quando 






quindi per tale valore di z^, la espressione 

, , , d (Ò3 g/0 
dx 

diventerà identicamente eguale a 



r~^ 
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dove M e N sono due costanti, e quindi combi- 
nazioni delle costanti che entrano nei vari ter- 
mini di quell'espressione. Quella espressione sarà 
perciò zero se noi aggiungiamo le due condizioni 
M= N=0. 

Cosi seguitando si ha infine dopo r trasforma- 
zioni 



•.*;" 



S^7=(— 1/-A Zr'^Brdx. 



X 



La quantità <eV , sviluppandola, si esprimerà li- 
nearmente mediante B// Sjy' o jy'V ..ot/(»'), e così 
la seconda variazione ò ridotta alla forma desi- 
derata. 

E facile trovare la espressione generale di Br. 

In effetti sappiamo che br = Ar t^ ; analoga- 
mente Vr sarà eguale a 



■■■=M(0r 



1 

- Ar t 



'Wl 



Così seguitando abbiamo infine 



"'-''"'liM'-- 



doTC, per un'osservazione già fatta, 
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Prima di andare avanti fermiamoci un mo- 
mento a considerare quante dovranno essere le 
^ià accennate relazioni fra le costanti 

s , C s , . . . 

che sono in numero di 2r^. 

Abbiamo già visto che tali costanti le dobbiamo 
introdurre legate da certe relazioni. E facile ve- 
dere che tali relazioni sono in generale in numero 

di . Giacché una relazione si introduce 

z 

(luaudo si introducono le C"; ovverosia la varia- 
bile t^'t similmente due relazioni si introducono 
quando si introduce la t^\ così continuando sì 
hanno infine 

ilo I i r(r — lì 
l+2-f... + r — 1-= — ^^~ 



relazioni fra 2 r^ costanti arbitrarie. Per r = 1 si 
hanno due sole costanti fra loro indipendenti. Per 
lo studio delle relazioni fra le costanti si può ve- 
dere Hesse (cit., pag. 252) e più specialmente Stern, 
citato. 

Torniamo ora alla discussione generale. 

Quando la variazione seconda è ridotta alla 
forma precedente ecco come si può procedere per 
esaminare se esiste effettivamente un massimo o 
minimo, e per distinguere l'uno dall'altro. 

Prima di tutto, essa non deve annullarsi mai 
qualunque sia il variare della funzione arbitraria 
^y. Se si annullasse identicamente per qualun- 
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que y, allora non si potrebbe nulla decidere sulla 
esistenza del massimo o minimo, ma si dovrebbe 
paseare allo studio della variazione terza, quarta, ecc. 
come si fa in generale nel calcolo differenziale per 
Io studio dei massimi o minimi delle funzioni; que- 
sto caso noi lo escludiamo esplicitamente. 

Non deve dunque mai trovarsi un S j/ pel quale 
sia S a := 0. Ora sappiamo che l'integrale generale 
dell'equazione differenziale 8 |ji = è proprio 82/= ti ; 
quindi è necessario che la funzione arbitraria ^y 
non possa mai rendersi eguale alla ^1 la quale con- 
tiene 2r costanti arbitrarie; ma òy è assoggettata 
alle condizioni di essere zero iusieme alle suo 
prime r — 1 derivate nei punti 00' x"; quindi ò 
necessario che le 2 r costanti in ti non possano 
mai determinarsi in modo che ti insieme alle sue 
r — 1 prime derivate diventi zero in quei due punti. 
Se ciò non si verifica, allora potrebbe sempre pren- 
dersi òy eguale ad una speciale fi, con che si 
annullerebbe 8 (x. 

Qui cade acconcio osservare che la condizione 
che ti non possa determinarsi in modo che essa e 
le sue prime r — 1 derivate si annullino nei due 
limiti, può essere anche surrogata da quest'altra 
più generale ; che cioè ti e le sue r — 1 derivate 
non possano annullarsi nel limite inferiore x^ e 
in un qualunque altro punto oCq compreso fra x' 
e x". Giacche se questo potesse farsi, è facile ve- 
dere che allora potrebbe scegliersi un 8 j/ che an- 
nullerebbe la seconda variazione dell'integrale. 

In effetti potremmo scegliere ^y = ti per ogni 
X fra a/ e oc^^ e ly = per tutti gli altri x fra 
ìTq e rr". Allora 3 1/' 8 2/'' . . . sarebbero tutti zero 
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per ogni x fra Xq e ^ " e quindi fra Xq e x*' la 
variazione sarebbe certamente zero ; e fra »y' e Tq 
sarebbe anche zero perchè per il teorema gene- 
rale ^y — t\ annulla la seconda variazione. 

Supposto vei'ificata questa condizione, per l'esi- 
stenza del massimo o minimo è necessario che la 
funzione Ar sotto il segno integrale non muti mai 
segno fra i limiti d'integrazione, e inoltre che tutta 
la funzione sotto il segno integrale non diventi 
mai infinita per alcuno x fra oc^ e ^•". 

Le C^s C's . . . contenute in ti ^2 • • • possono sce- 
gliersi a piacere purché soddisfacenti alle rela- 
zioni cui le abbiamo sottoposte; si scelgano in 
maniera che la funzione sotto il segno non di- 
venti mai infinita; supposto che ciò si possa fare 
(e che quelle costanti non si possano determinare 
anche in modo che la medesima funzione sia zero 
per qualche x) la variazione seconda resta ridotta 
ad una forma nella quale basta solo esaminare la 
natura di 

per decidere sul massimo minimo; se cioè * 

è negativa per ogni x si ha un massimo^ e se la 
stessa quantità è positiva si ha un minimo. Non 
si ha nò massimo nò minimo, se A,- è positiva per 
alcuni punti x^ e negativa per altri. 
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§ 23. Esempio di applicazione 

DELLA trasformazione JaOOBIANA. 



Sia 



i?'=v/l + t/'2 



(love sì intenda che il radicale per ogni x com- 
preso nei limiti d'integrazione si debba assumere 
positivo. 
Si ha 

dy 

dv' 1 11- 

L'equazione differenziale p = diventa 

dM' 



donde 



„0 

dx 



M' = cosi. = Co 

{i - Co') y" == e,' 

1/' = cost. = Ci 
y == Ci a: -h C2. 
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r i .. -^ . . — __ ., — , ^- — ■ ■■-■■■ —i — - — — — 

La funzione t è 



e quindi 






Essendo poi 



d^F 1 



^1 dy'^~i " 13' 



1 + y'»j 



2 



sostituendo nella formola generale avanti trovata, 
si ottiene 

Ora, prima di tutto, non è possibile determinare 
3 j/ in modo che la quantità sotto il segno diventi 
zero, perchè non può prendersi ^y = t Infatti se 
potesse essere 5y = ^, allora t dovrebbe annul- 
larsi in x' e re", come si suppone che faccia 5 y ; 
ma intanto le due equazioni 

Ci .t" -1- Cg == 

non possono coesistere. 

Ciò stabilito, determiniamo Ci C^ in un modo 
arbitrario, ma in maniera però (se è ciò possibile}, 
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che la funzione sotto il segno non diventi infinita 
per alcuna x fra (c' e x". 

Poniamo per es. Ci=0, C2==l; allora la va- 
riazione seconda è ridotta alla forma semplicissima: 



a" i 



Avendo fissato che il radicale 



y/l + y'^ 

debba considerarsi positivo, ed essendo sempre 
positiva là quantità l + y'^, lo sarà anche 



quindi la funzione y trovata corrisponde ad un 
minimo dell'integrale. Le due costanti si deter- 
minano colle condizioni che y abbia fissati valori 
ai due limiti. 

Dovremmo ora passare a studiare la variazione 
seconda e il modo di trasformarla nel caso in cui 
non esista una sola funzione incognita, ma pia 
funzioni incognite, e, più generalmente ancora, 
quando fra queste esistano poi delle date relazioni 
differenziali. 

Come abbiamo già detto, fu Clebsch il primo 
che incominciò a trattare questo problema più 
generale, sul quale però non ci fermeremo» perchè 
andremmo troppo lontani dai limiti impostici. Ri- 
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feriremo solo il risultato sotto la forma cui Io 
ha ridotto Mayer e lo facciamo per servircene poi 
per la dimostrazione di una cosidetta legge di re- 
ciprocità di Mayer, nel caso speciale del problema 
degli isoperimetri. 



§ 24. — Cenno sui eisultati ottenuti per IìA 
distinzione fra i massimi e minimi nel pko" 

BLEMA GENERALE DI LaGRANGE. 

È dalla Memoria di Mayer {Creile, Voi. LXIX, 
pag. 238) che prendiamo il risultato relativo alla 
seconda variazione nel caso del problema generale 
di Lagrange. 

Siene yi t/.^ . . yn funzioni incognite di a?, e fra 
esse debbano sussistere le equazioni differenziali 
di \,^ ordine 

<Pi = . . . cpm = 0. 

Si vogliano determinare le y in modo che l' in- 
tegrale 

Jx" 
F[xy^y^...ynyì .,.y\)(lx 

sìa massimo o minimo supposto che sieno asse- - 
guati i valori dello y e delle loro derivate nei li- 
miti fissi x' x". 

Per le cose avanti dette (v. § 12), questo pro- 
blema di massimo e minimo relativo si riduce al 
problema del massimo e minimo assoluto dell'in* 
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139 



tegrale 






X 



X 



(love 



et = /" + Ài cpj 4- . . . + X,„ cp 



m 



o le À sono dei moltiplicatori da determinare. 

Applicando quindi il metodo generale si hanno 
le n equazioni differenziali di 2.® ordine 



3Q d gli 

dyi dxdy'i 



-0 (/— 1, 2,...n) 



che insieme colle ^j ~- costituiscono un sistema 
di n + m equazioni differenziali dalle quali pos- 
sono determinarsi le w -h m funzioni incognite 
ì/i Vt • • • y^i Àj . . . \n con 2 n costanti Cj C2 . • . C2n. 

Il risultato cui giunge Mayer (cit., pag. 260) è 
il seguente: 

Se il determinante 



's.{xx') —- 



dìh 

de, '• 


1 

1 


dyn^ 
'dy{\ 

>3 ("l ocz=x' ' 


dVn 
d C2n 

Ò ein.r—x' 


idyn\ 

. d Ci 'x=x' 


(8 yn j 
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per ogni x fra x' e x" è diverso da zero^ e se 
la forma quadratica 



V 






{dove le C sono delle quantità solo assoggettate alle 
condizioni 



i=.\\dy i I 



ma del resto arbitrarie) è di segno costante per 
qualunque sistema di valori delle s, allora esibite 
effettivamente un massimo o minimo per V inte- 
grale. Occorre però anche qui supporre l'ipotesi 
che i coefficienti della seconda variazione non ac- 
quistino mai valori iafiniti per alcuna x dell'inter- 
vallo d'integrazione. 

Nel caso di n = ì la condizione che il deter- 
minante A sia diverso da zero si riduce alla con- 
dizione che non possono determinarsi le costanti 
Ci C.> in modo che 

Ci d Ct 

sia zero nel limite inferiore oc- e in un altro qua- 
lunque punto X fra i limiti d'integrazione, risul- 
tato che noi già conosciamo (v § 22,'. 
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§ 25. — Caso del problema 
de0li isopebimetbi. 

Esaminiamo come si modifica il criterio per il 
massimo e minimo indicato nel paragrafo prece- 
dente quando in particolare si considera un pro- 
blema di isoperimetri. 

Si abbia da rendere massimo o minimo V in- 
tegrale 



/ 



X' 



Fdx 



mentre gli altri integrali 



/x" rx" 

FidX,,,.lm=\ Fm 

x' x' 



dx 



debbano acquistare valori determinati, l^l^* - . Im» 
Un tal problema (come abbiamo già detto a 
suo luogo) può ridursi al problema di Lagrange, 
introducendo m altre nuove funzioni 

yn+\ pn+2 • . . y«+w 

legate alle antiche dalle equazioni differenziali 

y'n-hi —Fi = = 9i 



y M-f-w — Fm = = ^ftf 
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Come si sa, la espressioue li risulta allora del 
tipo 



m 



(love le >^ sono costanti, e, integrando le equazioni 
differenziali solite, si hanno le 

* espresse per mezzo di 2 {n + m) costanti 

(Le costanti ^m-fj compariscono nelle equazioni 
che danno le i/n+i perchè si ha 

yn+i = \n-\-i + j Fi d 07.) 

Il determinante A diventa dunque 
(intendendo con 



• • • 



1 valori di tali derivate per il limite inferiore del- 
l' integrale cioè per x = a)^]: 



dci 



d C2» d \ 



dh 



m 



\ — 



Va e J • • ■ \a cJ \d \] ••'\d hJ 
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Ora le ^i . . . yn non conterranno le K^+i . . . hm 
per le cose dette sopra, e inoltre ogni ynJ^i con- 
tiene, fra le sopradette costanti, solo la >m+( e la 
contiene linearmente; cioè 



dy 



4-y \d^in+jJ d^m+J ^d^m+j) 



mentre 



= 1. 



Perciò, sottraendo dagli elementi della 2n* w ♦*"'» 
linea quelli della n + i'"*, (per i = 1, 2, . . . m) il 
determinante si riduce (a meno del segno) a 



A = 
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In quanto alla forma quadratica, essendo evi- 
dentemente 






essa diventa 



o- d ì/i d y'j 



W= ^ , , " ^i^j 



dove iy hanno solo i valori 1,2, ...«, e dove le 
C dovrebbero essere assoggettate alle condizioni 

che diventano nel nostro caso 

1 (? y *• 

Ma polche nella forma quadratica non entrano 
[)iù le Kn-{-h^ e poiché queste in fondo non fanno 
che limitare la variabilità solo di ^n-i-h rispetto a 
quella delle ^i ...(;» , così queste ultime restano 
arbitrarie, e abbiamo infine il risultato: 

Nel problema degli isoperimetri ha luogo effet- 
tivamente un massimo o minimo se per ogni x fra 
i limiti d^ integrazione il determinante A è sempre 
diverso da zero^ e se la forma quadratica W non 
muta mai di segno al variare arbitrario delle C. 
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§ 26. — Legoe di becipbocitA di Mayer 
per x problemi di isopebimetri. 

Conserviamo le notazioni del paragrafo prece- 
dente e supponiamo che il valore massimo o mi- 
nimo ottenuto per l'integrale I sia l. 

Proponiamoci allora quest'altro problema; 

Rendere Valtro integrale li massimo o minimo 
mentre gli integmli ILi,.»Tm debbano avere i 
valori ll^^'-lm* 

Si può dimostrare che per ly esisterà un mas- 
Simo minimo se esiste per /, e inoltre che tale 
massimo o minimo è precisamente li. 

È in ciò che consiste la legge di reciprocità 
formulata da Mayer. {Math. Ann, Voi. XIIF, pa- 
gina 60.) 

La dimostrazione del teorema è semplice. 

In primo luogo le equazioni differenziali del 
problema sono le medesime nei due casi, e pro- 
priamente 

ali d aa ^^ 



dVi d xd y'i 
essendo 

anche, introducendo costanti omogenee, 

{jL fì = li. F+ f^i Fi + . . . + }i-m Fm = ^ 
Pascal. 10 



m 
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e osservando allora che le equazioni precedenti 
possono anche scriversi (essendo j* una costante) 

d^ A 1^ = 

dt/i dxdy'i 

Inoltre si può far vedere che i due determinanti 
A e le due forme quadratiche W corrispondenti 
ai due problemi, non diiFeriscono che per fattori 
costanti. Non ci fermeremo però su questa dimo- 
strazione, e rimandiamo all'opera citata di Mayer. 

Come applicazione si ricava p- es. che sapendo 
(v. § 34) che la cìirva di data lunghezza fra due 
putiti^ la quale ha il centro di gravità più basso 
possibile^ è la catenaria^ se ne ricava: 

La curva che ha gli estremi in due punti fissi, 
che ha il centro di gravità ad una determinata 
altezza^ e che ha la minima lunghezza possibile \ 
è una catenaria. i 

Si vede così che il principio di reciprocità può 
servire utilmente per ricavare dei teoremi nuovi 
da altri teoremi noti del calcolo delle variazioni. 



§ 27. — Variazione bkgli ikteghali multipli. 

BlBLIOaRAFLA.. 

La variazione di un integrale multiplo era stata 
considerata sin dai tempi di Eulero e Lagrange, 
ma fu Gauss il primo che discusse un problema 
riferentesi alla variazione di un integrale multiplo 
con limiti dHntegrazione variabili. (Gauss, Prin- 



r* ^" — ■ — 
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eipia generalia Theoriae Figurae Fluidorum in 
»tatu Àeguilibrii. Comra. Soc. Gott. Voi. VII) (1833). 

Il problema propostosi dal Gauss era il se- 
guente : 

Determinare la forma d^ equilibrio di un liquido 
contenuto in un vaso di forma data; si giunge al 
risaltato che per risolvere il problema occorre 
rendere minimo un certo integrale doppio a limiti 
yariabili. 

Dopo Gauss comparve sullo stesso argomento 
una Memoria di Poisson (Memoires de VAcad. 
Voi. Xn, (1833)) e dopo una Memoria di Ostro- 
i^radsky. {Acad, St. Petersbourg (1834); Creile. \o- 
lume XV, pag. 332.) Nello stesso volume XV del 
Giom. di Creile si trova poi anche una Memoria 
di Pagani {Résolution d'un problème rélatif au 
calcili des variations^ pag. 84.) in cui si tratta [W 
problema già considerato da Gauss. 

Un concorso bandito nel 1842 dall'Accademia 
di Parigi detto origine ai due lavori di Sarrus 
{Recherches sur le calcul des variations. Meni, 
des Sav. Etrang. 1846) e di Delaunav. (Journ. de 
rÉc. Polyt. Cab. XXIX (1843).) 

Il problema che si proponevano questi Autori 
era di trasformare la variazione dell'integrale mul- 
tiplo e ridurla ad una forma analoga a quella che 
si adopera per gli integrali semplici. 

La Memoria di Delaunay contiene anche le 
prime considerazioni sui criterii per distinguere i 
massimi dai minimi negli integrali multipli ; sul 
(piale soggetto era già comparso anche il lavoro 
di Britnacci ( Mem. delVIst. Naz. Tfal. Parto 2.» 
Yol. II, Bologna 1810, pag. 121) in cui si esten- 
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devano le considerazioni di Legendre, di cui ab- 
biamo discorso al § 18. 

I risultati di Sarrus furono esposti poi diversa- 
mente da Cauchy. (Mém. sur le calcul des va- 
riations, Exerc d'analyse. Voi. Ili, pag. 50.) 

Altri lavori sulla variazione degli integrali mul- 
tipli sono i seguenti : 

BjOBLiNa, Oalculi Variationum Integralium 
Duplicium Exercitationes. Upsal, 1842; 

Stbauch, Anw, der sogenn, Variationscalculs 
auf 2* und 3. fache Integrale. Wien, 1859; 

Clebsch, Ueber die zweite Variation vielfacher 
Integrale. Creile. Voi. LVI, pag. 122 (1859); 

LiNDELoFF, Comptes Rendus. Voi. L, pag. 85 
(1860;; 

Sabinine, Sur la méthode de distinguer les ma- 
xima et les minima des intégrales définies militi' J 
ples» Bull, de St. Petersbourg. Voi. XV, pag. 70 j 
(1870); ] 

Sabinine, Développements analyt. pour servir à i 
computer la discussion de la variation seconde 
des intégrales définies multiples. BuUetin des 
sciences math. 1878, pag. 100. 

Sabinine, Sulla trasformazione della variazione 
degli integrali definiti (in russo). Raccolta matem. 
di Alosca. Voi. XV, pag. 99 (in questo lavoro si 
estende agli integrali multipli un metodo adope- 
rato da Clebsch per gli integrali semplici). 

Sabinine, Sulla Memoria di Sarrus (in russo). 
Id. Voi. XIV, pag. 451 (1890). In questo lavoro 
l'autore si occupa specialmente del problema : Tro- 
vare una superficie di data area racchiudente il 
massimo volume ; problema di cui si era già occu- 
pato Sarrus. 
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A questo lavoro fa seguito il seguente che vi 
fa alcune correzioni ed aggiunte: 

ZiMMEBMANN, Sulla distinzione fra il massimo 
e il minimo degli integrali definiti (in russo). Id. 
Voi. XVII, pag. 229 (1893\ 

L'applicazione di un metodo di Weierstrass agli 
integrali multipli si trova in due recenti lavori di 

KoBB, Sur les maxima et les minima des inte- 
grales douhles. Acta • math. Voi. XVI, pag. 65 ; 
Voi. XVII, pag. 321 (1893\ 



§ 28. FOUMOLA DI OSTROGRADSKY 
PEB liA PJBIMA VARIAZIONE DEGLI INTEGRALI 

MULTIPLI. 

Sia z funzione delle due variabili x, y. Per fis- 
sare le idee supponiamo che una tal funzione 
possa rappresentarsi coi punti di una superficie; 
diamo a tali punti degli spostamenti arbitrarli ma 
infinitesimi, cioè supponiamo una nuova superficie 
che abbia o no la stessa curva limite della prima, 
e i cui punti si facciano corrispondere univocamente 
ai punti della prima, e le distanze fra due punti 
corrispondenti sieno delle quantità tendenti a zero 
contemporaneamente. 

Sieno xy z \q coordinate di un punto delPantica 
superficie, di equazione z = f{xy) (cfr. il § 1). 

La nuova superficie abbia per equazione 



150 § 28. — Formola di Osirogradsky, 

dove XiPiZi sieno le coordinate del punto corri- 
spondente a quello di coordinate xy z^ e B ji sia 
una quantità che tenda a zero. 

Allora la variazione di z sarà l'assieme dei ter- 
mini di ordine più basso in Zi — z, cioè in 

[fi^i Vi) — fixy)] + ^ (-^i Ui) 3^. 

Ed essendo 

/^ >i yù - f (^' y) - gì « « + yj- 5 y + o. 

^ (^1 !/ì) S a = X (a; y) a -F oj' 

(dove w io' sono infinitesimi di ordine superiore 
rispetto a ò a, 8 a?, 8 y che si possono supporre 
tutti del medesimo ordine) si ha infine 

formola analoga a quella del § 1. Possiamo osser- 
vare che la prima parte del secondo membro può 
considerarsi come la variazione di z nell'ipotesi 
particolare in cui x^ y non variino, il che si vede 
immediatamente dalla formola sopra stabilita. 

Con un metodo simile possiamo ricavare la for- 
mola per le variazioni delle derivate parziali dì z. 

Si ha 



dz ^ d^'oo y) 
dx d ^ 



^\dx2 docdy ì 



ecc. ecc. 
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dalle quali forinole appare sempre la proprietà: 
che la yariazione totale è eguale alla somma della 
variazione nell'ipotesi che x y sieno invariate, 
più la parte dipendente dalle sole variazioni di 
X e y. 

Se si ha poi una funzione di x^ y, Zj e delle 
derivate parziali di z^ è facile, coi soli principii 
del calcolo differenziale, trovare la variazione di 
essa. 8i ha 

= J"— ix + r— 8 « + -r — 5 « -1 -— 6 1- ... 

due dy dz ^dz 3 a? 

Passiamo ora alla variazione di un integrale 
doppio definito. 

Se il campo d'integrazione è fisso, per modo 
che invc^riahUi possono considerarsi le x e y, al- 
lora è facile trovare la formola per la variazione 
deir integrale, e si potrà procedere cogli stessi 
principii adoperati per gli integrali semplici. 

Si troverà che la variazione dell'integrale si 
ottiene semplicemente sostituendo alla funzione F 
sotto il segno, la sua variazione S F. 

Non è piii lo stesso se il campo d' integrazione 
è variabile. Seguiremo un metodo analogo a quello 
Beguito per gli integrali semplici (v. § 2 e Jobdax, 
Analyse. Yol. Ili, pag. 534) e il quale però, se 
può dirsi esatto quando si tratti delle funzioni più 
ordinarie, è molto lungi dal presentare quel rigore 
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1 



e quella precisione che è desiderabile nei proce- 
dimenti analitici cosi fondamentali. 
Si abbia l'integrale doppio 



/= \\Fdxdy. 



In F^ alla funzione z e alle sue derivate z' z^\ . . 
sostituiamo z-^ H^z^ z' + ^z\,*. dove àz ^z\.» 
sono gli incrementi che subiscono zz'... yer ef- 
fetto delle variazioni ^ x^ ^y delle variabili ìndi- 
pendenti, e della variazione propria della fun- 
zione z. 

Mutiamo poi anche il campo d'integrazione, in 
modo che ad ogni punto x^ y dell' antico campo 
corrisponda un punto a? 4- 8 a?, y + ^y del nuovo, 
e quindi ad un punto ^o Vo del contorno dell' an- 
tico corrisponda il punto Xo + ^ a?o, yo "i ^ y© del 
contorno del nuovo, e formiamo la differenza fra 
l'integrale così modificato e quello antico. Pos- 
siamo nel primo di tali integrali eseguire un can- 
giamento di variabili indipendenti in maniera da 
ridurlo un integrale definito nello sfesso campo 
d'integrazione del secondo. 

In effetti poniamo in esso 

x = u + ^u 

y = V + ^v 

dove 8 u^ V sieno funzioni di u^ v colle condizioni 
di ridursi a § :ro, 8 y^ quando f«, v diventano rispet- 
tivaìnente cr^^ y^ (si noti che qui con Xq^ y^ si in- 
tendono genericamente le coordinate di un qua- 



F" - - - 
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lunque punto del contorno dell'antico campo d'in- 
tegrazione, e quindi sono infinite le condizioni cui 
assoggettiamo le funzioni arbitrarie ^u^^v^ di due 
variabili.) 

La funzione sotto il segno (supposto natural- 
mente anche in zz\, , sostituite in luogo di x y 
le quantità w + S w, v + ^v) diventa una funzione 
di tali quantità, che chiameremo 

du dv } 

e il campo d'integrazione diventa l'antico. 

Per trasformare l'integrale bisogna moltiplicare 
la funzione sotto il segno per l'Jacobiano delle 
antiche variabili rispetto allo nuove, cioè per 



. , d (5 ti) djhi) 
"" du ~dv 

du dv 

L'integrale trasformato diventa allora 



^'\ du ^~dv~r- 



// 



^[uv)dud V h 



}}['() u dv du dvì 



*ecc. 



l 



cioè, mutando nome alle variabili uve chiaman- 
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dole daccapo x y: 

\\^{xy)dxdy -V \\-^{^loc)dxdy ^ 

+ [{-^{^^y'.dxdy -{■ ecc. 

Esariìiaiamo ora la funzione 4>; essa è 

cioè 

^{ooy) = F(x yzz\.,) + 

ed essendo 

^Z =^Z + w 

A 2;' — a ^' + 0/ 



si ha infine 

ip = F+ òF + iì 

essendo S F la variazione di F nell' ipotesi che 
variino solo la funzione 2; e le sue derivate ed es- 
sendo i^ un infinitesimo di ordino superiore. 

Sostituendo nell'espressione precedente dell' in- 
tegrale, sottraendone il valore dell'integrale pri- 
mitivo 



// 



Fdxdy 
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e supponendo che l'integrale 



/jj" 



^ 



possa effettivamente considerarsi di ordine supe- 
riore rispetto all' integrale degli altri termini , 
si ha 

31= {[iFàxily^ 



+ 



Questa è la formola di Ostrogradsky la quale 
ò la estensione di quella da noi trovata al § 2 per 
gli^ integrali semplici. 

È facile intendere in che modo resta genera- 
lizzata questa formola quando in luogo di un in- 
tegrale doppio si tratti in generale di un multiplo*. 

Per un'altra dimostrazione di questa formola di 
Ostrogradsky si può vedere il citato lavoro di 
Lindelòf (1860\ 
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§ 29. — Trasformazione 

della variazione dell'integrale multiplo. 

Formola di Delaunay. 

Nello studio della variazione prima degli inte- 
grali semplici ò importante quella trasformazione 
per mezzo della quale si cerca di fare sparire 
sotto il segno integrale le variazioni delle derivate 
delle funzioni incognite, in modo da ottenere sotto 
il segno una espressione lineare nelle variazioni 
delle sole funzioni incognite e non delle loro de- 
rivate. 

Ciò ha per iscopo di ridurre la espressione sotto 
il segno a contenere variazioni che possano repu- 
tarsi fra loro indipendenti. 

Una considerazione simile sì può fare natural- 
mente anche per gli integrali multipli. Si ha al- 
lora una formola cui accennava già Ostrogradsky 
alla fine della sua Memoria citata, ma che può 
chiamarsi formola di Delaunay perchè di essa si 
occupò esplicitamente quest' autore nella prima 
parte della sua Memoria. 

Per fissare le idee e per semplicità supponiamo 
che si abbia una sola funzione z e che compari- 
scano solo le prime derivate parziali di 0, che 
chiameremo 

d 2 _ d z 
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Poniamo per IF \\ suo yalore nella formola del 
paragrafo precedente e indi ordiniamo i vari ter- 
mini nella seguente maniera ' 



IT 



-;r-^zdX dy f 

z 



I due ultimi integrali li possiamo trasformare 
con integrazioni per parti. 
Giacche (essendo 



^dz dòz 
^ d 00 d X 



nell'ipotesi che qui appunto si fa, che oc y restino 
inyariate) si ha: 

Dato un valore ad y T integrazione rispetto ad 
X si farà fra limiti che sono funzioni di J/, e che 
rappresentano le ascisse dei punti in cui la pa- 
rallela alleasse cc^ avente la data ordinata incontra 
la curva contorno dell'area d'integrazione. 



L 
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Supposto ohe questa curva chiusa è incontrata 
in due punti di ascissa x x'^ funzioni di y, è fra 
tali due valori che bisogna estendere le integra- 
zioni sussegnate, e inoltre in luogo del primo ter- 
mine del secondo membro bisogna intendere la 
espressione 



dF 



^2 + Fox] - \ì^^^ f F^x] 



Eseguiamo ora a primo e secondo membro una 
seconcla integrazione rispetto ad y, e al>biamo 

dove la prima integrazione è semplice e si estende 
fra i due valori di y che rappresentano le ordi- 
nate della più alta e della più bassa retta tan- 
gente alla curva, contorno dell'area, e la seconda 
integrazione è doppia e si estende a tutta la data 
area piana. 

E facile riconoscere che la prima integrazione 
h quella della quantità 

Z--0 z + r o.v 

estesa a tutto il contorno dell'area; immaginiamo 
infatti in questa espressione le variabili or e f^ le- 
gate fra loro dalla equazione del contorno, as- 
sumiamo y per variabile indipendente e integriamo ; 
otteniamo allora precisamente la espressione su- 
periore. 
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Il ragionamento che occorre fare per rischiarare 
questo punto è identico a quello che abbiamo già 
fatto nel Calcolo integrale a proposito della for- 
mola di Green, e perciò ci dispensiamo dal ripe- 
terlo. Prendendo S'(rarco) per variatiile indipen- 
dente e ponendo d t/ == rf s . cos w dove w è l'engolo 
che la normale alla curva fa coU'asse di ar, il primo 
termine della precedente formola può scriversi 

I d s cos w 1 - — ^z -\- F^x\. 
Analogamente possiamo scrivere che 

= j d s sen w j - — iz + Ily\ — 



-i\ 



) dvdzi 
e quindi infine 



<^z .da' dìf 






i— I «8 j 1 C08 <« z: — + sen w r — | 

+ i''cos w S a; + Fsen wS y j + 

"^ J J " "^ '' ^ la ^ dcodz, dv Vzi\ 



le 



Se in F comparissero anche le derivate di or- 
dine superiore di z allora, eseguendo due volte le 
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lot^tazioiii per parti, si otterrebbero sotto il se- 
condo integrale ancora i termini 

d^ dF ^^ 





dx'- 


di 


.«-', 


dove 












2\\- 


3*2 



dì^dz^ 



Ui 



tì'2 



r 



-s» — ^ ,2' ' * • ' 



e così se F oltre che contenere solo %ma funzione 
z^ ne contenesse delle altre, comparirebbero altri 
termini relatiyi a qneste altre funzioni e dello 
stesso tipo di quelli scritti; e se infine si trattasse 
di un integrale multiplo, anziché doppio, si po- 
trebbe anche seguire lo stesso procedimento. In 
tutti questi casi più generali, in fondo non si in- 
contrano dìfiicoltà nuoye, ma solo si incontra una 
maggiore complicazione di calcoli, e formole più 
complesse; perciò ci pare inutile soiFermaroi su 
di essi. 

Ridotta la variazione a questa forma, è facile 
vedere che, cogli stessi metodi adoperati per gli 
integrali semplici, si giunge ai medesimi risultati 
relativamente all' annullarsi identico della varia- 
zione stessa, annullarsi che al solito è necessario 
perchè V integrale abbia un massimo o un minimo: 
Le considerazioni che qui occorrerebbe fare sa- 
rebbero le medesime, mutatis mutandis^ di quelle 
fatte in altro luogo, e perciò ci dispensiamo di 
farle. 

Il primo degli integrali cui si è ridotta la va- 
riazione di J ò un integrale semplice; esso è esteso 



r 
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al contorno dell'area; se quindi fossero fissi i li- 
' miti d'integrazione e assegnati anche i valori di 
I z^ allora ox^^y^^z in tali punti dovrebbero con- 
siderarsi come zero, e quindi il primo integrale 
I va a zero; e resta solo l'integrale doppio. 

Si ha allora una formola semplicissima che si 
trova già contenuta nei lavori di Lagrange. (V. p. 
68. la trattazione fatta da Lagrange del problema 
delle superficie minime nei Misceli. Tau, Voi. 11^ 
e rultimu lezione del Calcolo delle funzioni.) 



§ 30. - Problema di Newton. 
Solido rotondo di minima resistenza. 

11 problema che storicamente, può dirsi il primo 
di calcolo di variazioni presentatosi alla conside- 
razione dei geometri (senza tener conto di certi 
facili problemi trattati dai geometri antichi), fu 
(|uello trattato da Newton e che può enunciarsi cosi: 
Cercare la curva passante per due punti dati e che 
rotando intorno ad un asse dato genera il solido 
che immergendosi in un liquido nella direzione 
dd suo asse^ incontri una resistenza minima. 

Questo problema si trova ìq Newton, Principia 
math, ecc. (Londra, 1686, lib. II, sez. VII, prop. 34, 
sch.); egli dette senza dimostrazione l'equazione 
differenziale della curva richiesta. 

Dopo di lui si occuparono dello stesso problema: 

De l'Hòpital, Ada Erud. Agosto 1699. 

JoH. Bernoulli, Ada Erud. Novembre 1699. 

BouGUEE, Mem. de Paris. 1733. 

Pascal. 11 
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Eulero, Methodus inveniendi^ etc. 1744, art. 36, 

Saint- Jacques de Silvabblle, Meni, de Paris. 
Tom. Ili, 1760. 

Legendrb, Mem, de Paris, 1786, § VI. 

RelatiTamente al problema che ci occupa il la- 
voro di Legendre ha una grande importanza per- 
chè in esso si trova messa in relazione la risolu- 
bilità del problema colla natura della curva ohe 
noi vogliamo immaginare curva meridiana, osser- 
vazione che era già stata fatta da Silvabelle. Se 
si immagina che la curva meridiana debba essere 
una curva a tangente continua allora si ha la so- 
luzione data da Newton; ma questa non corri- 
sponde più ad un minimo se fra le specie di curve 
che possono risolvere il probiema noi compren- 
diamo anche quelle a tangenti discontinue. 

Possiamo citare vari altri lavori relativi a que- 
sto soggetto: 

Tarleton, PhiL Magaz. 4.* ser. Voi. XXXIV 
(1867). 

(Qui si si studia il problema nell'ipotesi che 
non sieno dati i due punti estremi della curva me- 
ridiana, ma sieno assegnate di questi solo le or- 
dinate e sia dato il volume del corpo.) 

Walton, QuarL Journ. Voi. X, pagina 344 
(1870); 

ToDHUNTEE, Bescarches in the calculus of va- 
riations. London, 1871. Gap. IX e X, pag. 167 e 
196; 

Stabkoff, Società di Odessa. Voi. V e VI (in 
russo); e Bulleiin de la Société math. de France. 
Voi. XIII, 1884-85, pag. 182 ; 

AuGusT, Ueber die Rotationsflàche kleinsten 
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Widerstandes, etc. Creile. Voi. CHI (1888;, pa- 
gina 1. 

Le considerazioni di Starkoff sono erronee. 
(Vedi perciò rultima pagina del citato lavoro di 
August e le osservazioni che noi faremo più sotto.) 

Non possiamo trattenerci molto sulla discussione 
del problema e solo ci basterà di indicarne per 
sommi capi la soluzione. 

Si introduce, come fa Newton, l'ipotesi che la 
resistenza che il corpo di rotazione incontra nel- 
r immergersi nella direzione del suo asse nel fluido, 
sia proporzionale al quadrato della velocità proiet- 
tata sulla normale alla superficie e sia diretta se- 
condo la normale stessa. 

Allora se Tasse di a; è Tasse di rotazione del 
corpo, considerando che tutti i punti hanno la 
stessa velocità, la spinta che un punto della su- 
perficie riceverà, sarà proporzionale a ( ^ ~ j • 

Inoltre poiché il corpo non potrà spostarsi che 
lungo Tasse, cosi scomponendo la spinta secondo 
due direzioni, quella dell'asse x e quella perpen- 
dicolare, la componente perpendicolare ad a?, sarà 
distrutta, e restano a considerare solo le compo- 
nenti parallele ad a?, le quali si ottengono molti- 
plicando la spinta, ancora per -—, Per ogni zona 

di ampiezza ds e perpendicolare all'asse oc si ha 
una spìnta totale eguale a 



'-AM''' 
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e quindi per tutta la superficie la spinta o la re- 
sistenza sarà 



^("W^^^• 



E questo l'integrale che si deve rendere mi- 
nimo. 

Introduciamo la x per variabile indipendente e 
l'integrale diventa 



'3 



I -^-y— d .r 

Jl + y» 

Indicando al solito con F la funzione sotto il 
segno abbiamo 



F 


1 t- y" 


dF 


y"- 



dy 1 K?/^ 



a/_ „ 3 + y" 
dy' ^^ {l + v"y 



Dobbiamo ora integrare l'equazione differenziale 

dx 



ovvero 



dy docdy' ' 
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Osserviamo che poiché la F non contiene espli- 
citamente la co, la sua derivata totale rispetto ad 
^T sarà identicamente 

dF , dF „ dF 

dy ^ dy' ^ d:c • 

dF 
Eliminando ^r — colla relazione precedente, si 

dy 

ha la relazione identica 

8F „ , . d dF dF . 



dy' " d cndy' d X 



ovvero 



d 
d X 



fp ,dF\ 



-=0. 



Può quindi immediatamente eseguirsi una prinia 
integrazione la quale dà 

F —y' ^ , = costante — a 
oy 

cioè, risolvendo rispetto ad y 

aiì + y^'^ 
y = Ts ~ ' (soluzione di Newton). 

Possiamo trovare anche x in funzione di y\ nel 
seguente modo: 
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Da 

; dy . 

y 

si Ila 

^ _ (fiy y , Cyàif' 
"'^IV^^^V^Jy'' 

e, sostituendo per y il valore trovato, si ha 

In tal mauiera restano trovate le coordinate oc y 
di un punto della curva espresse in funzione di 
un parametro y\ 

La curva che si viene ad ottenere ha una cu- 
spide nel punto in cui //' = \/ 3. 

Calcolando la seconda derivata di F rispetto 
ad %/ si trova 

8/^ ' \i+yV ' 

la quale espressione è positiva per 

ed è negativa per 

y'' > 3. 
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Si ricava quindi che uno dei rami della curva, 
a cominciare dalla cuspide, corrisponde ad un mi- 
nimo di resistenza e l'altro corrisponde ad un 
massimo. 

Su questo risultato bisogna fare alcune osser- 
vazioni assai importanti. (V. Legendre cit.) 

Il problema che ci siamo proposti è il seguente : 

Dati due punti -4, B far passare por essi una 
curva, in modo che l'integrale 



\Am 



d s 



sia minimo. Applicando il metodo delle variazioni 
noi dobbiamo supporre che non solo la t/ ma anche 
la y' sia una funzione continua di x ; per modo 
che implicitamente veniamo ad escludere dalle 
soluzioni tutte quelle che corrispondono a curve 
a tangenti discontinue, p. es. una linea spezzata. 
In effetti è facile mostrare che possiamo fra A, B 
disegnare una linea spezzata in modo che Tinte- 
. graie soprascritto sia di valore piccolo per quanto 
si vuole. 

Basta condurre per A^ B due rette che formino 
coll'asse di ce il medesimo angolo, e che si incon- 
trino in un punto P. Consideriamo la curva spez- 

d ti 
zata APB. Poiché -r~ corrisponde al seno del- 

ds . 

l'angolo w che le due rette fanno coli' asse di a?, 

( dy \^ 
8Ì ha che per ogni punto della spezzata, j -r-^ I 

ha il medesimo valore (=sen^w); quindi Tinte- 
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graie si riduce a 

A. 

r^ sen^ (0 --^ — 



indicando con ?/^, vb le ordinate dei due punti 
A^ B fissati. Da questa formola appare subito che, 
potendosi impiccolire a piacere sen^w, l'integrale 
può diventare piccolo finche ci piace. 

Come si yede, se noi fra le possibili curve che 
devono risolvere il problema, comprendiamo anche 
le spezzate, allora il problema non ammette pro- 
priamente soluzione. 

Recentemente il sig. Starkoff, nei lavori sopra- 
citati, ha preso in nuovo esame la quistione e ha 
creduto di risolvere questo problema insieme a 
tutti gli altri della medesima natura, assumendo 
per variabile indipendente non la x ma V arco s, 
in modo da non adoperare l'ipotesi che ds sia 

eguale a \d x^ -f- d y^. Egli giunge ad una curva 
che era stata già trovata da Legendre come una 
curva di minimo assoluto quando però nel pro- 
blema si aggiunge la condizione che debba avere 
un dato valore l'arco della curva intercetto fra i 
due punti A, B. 

Lo Starkoff non si accorge che se egli assu- 
mendo s come variabile indipendente, e applicando 
le formolo del calcolo delle variazioni ottiene un 
risultato diverso, ciò dipende unicamente dal fatto 
che, cosi facendo, o si cambia la natura del prò- 
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blema, ovvero si giunge ad un risultato illusorio; 
giacché se si pon mente ai limiti delP integrazione 
rispetto ad s (cosa che queir autore non ha fatto) 
si vede che se tali limiti si fissano come costanti, 
allora il risultato che si ottiene si riferisce preci- 
samente a quel problema già considerato da Le- 
gendre nel quale si suppone fissata la lunghezza 
dell'arco che deve essere intercetto fra i due punti 
X, J5; e se invece si vogliono supporre variabili 
i limiti dell'integrale .^o Sii allora, ripetendo lo 
stesso ragionamento da noi sopra riprodotto e che 
è di Legendre, si riconosce che quell'integrale 
non ha un minimo quando fra le linee si vogliano 
includere anche le spezzate. Del resto in questo 
caso è facile convincersi, dal calcolo di Starkoff, 
che la soluzione del problema è illusoria; perchè 
essendo in tal caso le variazioni 



^ So «51 



diverse da zero, perchè sia zero la variazione del- 
l'integrale è necessario che 



mw H-x-n. 






i quali sono i coefficienti di 5 ^o, S sj nell'espres- 
sione della variazione dell'integrale) sieno zero per 
il punto A e per il punto B\ invece quell'autore 
trova che la curva avrebbe per equazione (vedi 
più sotto) 



y m = 



C\ 
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con Ci diverso naturalmente da zero. (V. BtiUetin 
de la Société mathématique de France. Voi. XITT, 
pag. 138.) 

Osservazioni di questo genere relative alle con- 
siderazioni di Btarkoff sono state già fatte da So^ 
NiNE, Sopra un problema di calcolo di variazioni. 
Società di Odessa Voi. VI, pag. 1 e pag. 93 e da 
August. {Creile, Voi. 103, pag. 22.) 

Prima di terminare queste considerazioni vo- 
gliamo aggiungere qualche cosa sul modo di trat- 
tare facilmente l'altro problema cui abbiamo già 
accennato, quello nel quale si aggiunge come con- 
dizione che l'arco s fra i due punti sia assegnato. 
Si ha allora un problema della natura degli iso- 
perimetri, ma che può essere trattato anche come 
un problema di massimo assoluto, se noi pren- 
diamo s come variabile indipendente cosa che ci 
riesce agevole perchè nello speciale integrale che 
trattiamo non entra esplicitamente la ^r. Allora 
possiamo applicare il metodo ordinario delle va- 
riazioni e otteniamo 

d_F ^ IdyY 

dy \fZs/ 

^dy "Usi 
a s 



M 



M' 
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e quindi 



.V T- M 



^ HA' /<^y," oi'iyx'' o..<iyd^y 



'Hfr-M^-% 



(1 s \d s ' \d s ' d s d s^ 

dy 



ds 



er-^s)- 



Eguagliando a zero questa espressione si ha o 
la soluzione 

d s 

che rappresenta una retta parallela all'asse 0?, e 
che quindi non rappresenta in generale una curva 
che pmò passare per i dati A, ^, ovvero si ha 

che ha per integrale 

IdyV 
2/ 1 y- I ^ costante = Ci . 

Sostituendo a ds il suo valore 

as-ay ^, \y ^ ,^| 

si ha 

Il I y'\- 
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Così resta espressa // in funzione di y^ ; e per 
ottenere oo potrebbe adoperarsi lo stesso metodo 
adoperato sopra in una circostanza simile. 

La differenza fra questo risultato e quello di 
Newton sta in ciò che il numeratore del secondo 
membro anziché avere per esponente 2, ha per 

esponente -^-. 



§ 31. Il problema DEriLA brachistocrona. 

Si può dire che sia stato questo il problema 
che dette luogo al calcolo delle variazioni, inquan- 
tochè il problema di Newton non avea in modo 
speciale attirato l'attenzione degli analisti ; si può 
anzi dire che la storia del problema della brachi- 
stocrona si confonda colla storia stessa dei pri- 
mordii del calcolo delle variazioni. 

Questo problema fu proposto da Giovanni Ber- 
nouUi (negli Ada Erud. giugno, 1696, pag. 269 ; 
Programma edif. Groningae 1697) e di cui egli 
stesso dette una soluzione (negli Ada Erud, mag- 
gio 1697, pag. 206). (Per questi lavori si può ve- 
dere il n. 46 della raccolta Òstwald^s Klassiker^ eie. 
Leipzig, 1894.) 

Nello stesso volume degli Ada Erud. a p. 211 
comparve l'altra soluzione dello stesso problema 
proposta da Giacomo BernouUi, il quale a sua 
volta propose dei problemi di natura più generale 
che furono poi raccolti sotto la denominazione co- 
mune di problemi degli isoperimetri. 
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Un lavoro destinato a risolvere questi problemi 
(li natura più generale fu quello di Giovanni Ber- 
iiouUi {Recueil de Paris \ 1706) ma tal lavoro fu 
erroneo e peccò contro i principii del calcolo dif« 
ferenziale. 

Più importante fa il lavoro di Giacomo Ber- 
QOuUi ^Analysis magni problematis isoperimetrici ; 
Atti di Lipsia. 1701), cui seguì la soluzione di 
Taylor nel suo Methodus incrementonim, poi an- 
cora quella di Giovanni BernouUi {Académie des 
ScienceSy 1718) e di Eulero (Gomm. Acad. Petrop, 
t. YI, 1732-33'. Indi quest^ ultimo Autore passò 
a studiare il caso di un moto che si effettui in 
an mezzo resistente e del problema corrispon- 
dente dette una soluzione inesatta. ( Comm Petrop, 
t. VII. 1734-35; Mechanica, etc. Voi. II, Peter- 
sburg. 1736; Comm. Petrop. t. Vili. 1736.) Ma il 
primo lavoro veramente importante suU' argomento 
fa quello di Eulero : Methodus inveniendi lineas 
curvas maximi minimive proprietate gaudentes sive 
sohitio problematis isoperimetrici latissimo sensu 
uccepti. (Lausannae et Genevae 1744; nel § 34 si 
tratta il problema della brachistocrona.) 

Possiamo infine aggiungere che il problema 
della brachistocrona formò anche il principale 
esempio trattato da Lagrange nella celebre Me- 
moria: JSssafd'ww e nouvelle méthode pour détermi- 
ner les maxima et les minima des formules in- 
tégr, déf. (Misceli. Taurinensia, t. II, 1760-61), e 
che lo stesso problema fu trattato nuovamente nel 
t. IV della stessa raccolta nelP ipotesi che non 
sieno assegnati i punti estremi, ma due curve nel 
medesimo piano su cui debbano trovarsi tali estremi 
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t 



(V. Opere. Voi. II pag. 58), e ohe finalmente, a pro- 
posito di una nuova esposizione del metodo delle 
variazioni, Lagrange trattò ancora il problema 
della linea di più breve discesa, ma in un mezzo 
resistente come una qualunque funzione della velo- 
cità. {Leeons sur le calcul des fondlons. Le^on 
22.« ; Opere. Voi. X, pag. 440.) 

Il problema fu poi anche trattato da 

Borda, Acc, de Faris^ 1768. 

Legendbe, Idem^ 1786, § 9. 

Per una discussione del problema nei casi di 
discontinuità si può vedere 

ToDHUNTER, Researches, etc. London, 1871, ca- 
pitolo VII, pag. 126. 

Il problema della brachistocrona è il seguente : 

Quale cammino deve seguire un mobile animato 
da una velocità iniziale Vq^ assoggettato alla sola 
forza della gravità^ per trasportarsi^ nel minimo 
tempo possìbile^ da un punto di coordinate Xq y^ 2'„ 
ad un altro punto di coordinate x^ y^ Zi^ supposto 
che il mezzo dentro cui si effettua il moto, o sia 
il vuoto^ ovvero sia un mezzo che offre una resi- 
stenza funzione della velocità del mobile stesso '^ 

Supposto che l'asse x sia verticale, e indicando 
con g al solito la costante di gravità, per i prin- 
cipii di meccanica si ha che il quadrato della ve- 
locità che il mobile avrà in un momento qualun- 
que diminuito del quadrato della velocità iniziale 
sarà proporzionale all'altezza di caduta, cioè pro- 
priamente 

v-^v^ + 2g {x^ — x). 
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Intanto da 

ds 



'^Tt 



81 ricava 

d s r d s 



'=i^"f, 



I 

II problema si riduce dunque, a rendere minimo 
r integrale del secondo membro. 

Introducendo .^ per variabile indipendente si ha 



=r 



dove y\ z sono le derivate di y, z rispetto ad x\ 
Indicando al solito con MM^ le derivate della 
funzione sotto il segno rispetto a v> y\ e analoga- 
mente con ^jV' quelle rispetto a z^z\ si ha 

3f =0 
^Y =0 

3f-= y' 
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e quindi essendo 

dW 



Hx=.M- 



dx 

dN' 



^^=^-1^ i 



Ki — M' 

si ha 

d y' 



H,^- 



//,= -- 



d z 



^x-=-7. 



d a? ^ ( H- y'2 + j,fl.^ ^ i^j,^» + 2 5- (To — «•)) 



si idem 

;2' 



V idem 
La variazioue dell' inteirrale e allora 



3< = 



F5.T * /Ti^y ♦ /fa^^r + P'(ifi8y ♦ flgS«)d;i; 



'» a;„ 



e per determinare le funzioni y e 2 si hanno le 
due equazioni differenziali 

^1 = 
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le quali danno 

y 



v 



= COSt. = Ci 



z' 



/ 



= cost. = e 



donde 



V = cost = — 

^2 



e integrando si ha 

y=-^z+ e. 
c% . 

Questa equazione fa vedere che la curva richie- 
sta si troverà in un piano verticale. 

Prendiamo per piano delle x y tal piano verti- 
cale, la cui equazione dovrà allora ridursi a ;2? = 0, 
che si ottiene dalla precedente ponendo semplice- 
mente Cg = 0. Ponendo tal valore di z nell'equa- 
zione 

Pascal. 12 
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e risolvendo rispetto ad y' si ha 



'Hi 



" ' -\- X 



dove 



,__J _V 

"-29 e' "■» 2.9- 



Ponendo 



.T=-^ -cosi 



si ha 



Z/ = ^ (^ — sen f j + e. 



Si hanno allora le coordinate x y della curva 
espresse in funzione di t 

7 a + h ,^ 
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le quali mostrano che la curva è una cicloide colla 
base orizzontale. 

Se sono fissati i due punti estremi della curva 
allora le variazioni corrispondenti delle tre coor- 
dinate xyz sono zero, e quindi la prima parte 
(leirespressione di S ^ è zero identicamente, e le 
(lae costanti cci che entrano nelle equazioni tro- 
vate si determinano colla condizione che la curva 
passi per tali due punti. 

Supponiamo che sia assegnato solo il punto ini- 
ziale e sia stabilito che l'altro debba trovarsi su 
una curva situata in un piano verticale. Pren- 
dendo questo piano per piano dello yx la equa- 
zione della curva sia ^ = 0. 

Le variazioni ozq^ ^ Zi^ ^ ^o ? ^ ^o sono zero, 
mentre òxi ò y^ debbono soddisfare la relazione 

Intanto la prima parte dell'espressione della 
variazione dell'integrale eguagliata a zero dà 



che colla precedente, ponendo anche z — 0, e so- 
stituendo per F e M' \ loro valori, dà 



\/ 1 + Vx' 
11- -I- P-±y^ 



yi 



V 1 + Vi'* 

d9 



dth 



0. 



i 
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Questo determinante si riduce facilmente a 

: 1 Vi I 

d^^i dVi I 

esprimente la proprietà che la curva di più veloce 
discesa incontra ortogonalmente la curva data ©. 

Questa relazione insieme con o = determina 
il punto ODi ?/i, conosciuto il quale, e tenendo poi 
anche conto del dato punto iniziale si determi- 
nano le due costanti d'integrazione. 

Se non è dato il punto iniziale oTq yo ^oì ma e 
stabilito che esso debba trovarsi su di una curva 
data •]', può farsi un'analisi simile ; però c'è allora 
da tener conto del fatto che il parametro Xq che 
compare nella F non è più da considerarsi come 
una quantità fissa, ma variabile, insieme alla va- 
riazione della funzione y di x. (V. § 2.) Se invece 
facciamo che ^^o sia variabile e propriamente tale 
che 

sia una quantità costante, p. es. zero, cioè che la 
velocità iniziale sia proporzionale alla radice qua- 
drata dell'altezza di caduta, [in altri termini fac- 
ciamo che la velocità iniziale sia quella che il 
corpo avrebbe cadendo liberamente e vertical- 
mente dall'asse delle p sino al punto a?o2/o) allora 
in F noH più comparirà la quantità or^ come va- 
riabile. In tal caso si potrebbe procedere come so- 
pra e si troverebbe che la traiettoria del mobile 



r 
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deve essere ortogonale sia alla curva <|', che alla 
curva cp. 

E questo un punto sul quale Lagrange cadde m 
errore. (§ 4 della sua Memoria nei Misceli. Tati- 
rin. Voi. II.) Fu il Borda che per il primo si ac- 
corse della svista e la corresse {Mém. de Paris. 
1768); in un lavoro posteriore poi, lo stesso La- 
grange {Misceli. Taurin. Voi. IV, § 8.) dette del 
problema la soluzione esatta. 

Per il caso che il mobile si debba muovere in 
un mezzo resistente come uiia funzione della ve- 
locità del mobile stesso, si può vedere la tratta- 
zione fattane da Lagrange nelle sue Lezioni sul 
calcolo delle funzioni (Opere. Voi. X, pag. 440), 
e cosi si potrebbe trattare il caso che sia asse- 
gnata una superficie su cui debba giacere la tra- 
iettoria. 



§ 32. Il PJIOBLEMA 

della curva di minima lunghezza. 
Geodetiche sulle superficie. 

Questo problema è il più facile fra quelli cui 
può applicarsi il calcolo delle variazioni. 

Le condizioni del problema possono variarsi in 
moltissimi modi ; può immaginarsi che sieno asse- 
gnati i punti estremi della curva, oppure che que- 
sti debbano trovarsi su di curve o superficie asse- 
gnate mentre tutta la linea sia del resto libera 
nello spazio, e può infine chiedersi che la linea 
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debba essere tutta giacente su di uoa assegnata 
superficie. In questo ultimo caso (che è il caso più 
rimarchevole) si hanno le cosidette linee geode- 
tiche delle superficie, che sono quelle linee, trac- 
ciate sulle superficie, le quali hanno la proprietà 
di essere della minima lunghezza fra tutte quelle 
giacenti sulla superficie medesima e che congiun- 
gono due dei suoi punti. Nella geometria differen- 
ziale le linee geodetiche si definiscono diversamente 
come quelle linee tali che in ogni loro punto la 
normale principale coincida colla normale alla 
superficie. Questa costituisce una delle più impor- 
tanti proprietà delle geodetiche. 

Il problema della linea più breve dal punto di 
vista della teoria delle variazioni, si trova nelle 
opere dei primi inventori del calcolo delle varia- 
zioni; esso forma il § 33 della celebre Memoria 
di Eulero Methodus inveniendij etc, e si trova 
estesamente trattato nella lezione 22.* del Calcolo 
delle funzioni di Lagrange. 

Ultimamente il Du Bois Keymond (Math. Ann- 
Voi. XV) volendo studiare i metodi del calcolo 
delle variazioni da un punto di vista rigoroso, per 
esaminare sino a che punto tali metodi possono 
reggere alla critica, scelse come esempio il pro- 
blema della linea più breve, e su questo problema 
svolse tutte le considerazioni della Memoria. 

L'integrale che rappresenta la lunghezza di una 
linea nella spazio è 



/ 



V 1 + y'« + z"^ d X. 



I 
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Si ha dunque 



-'"1 o «.f — ;; 



3r \/'H-y"' + 0'« 



d Z\ \1 idem 

Dunque applicando le forinole solite abbiamo le 
due equazioni difFerenzìali 











d 




y' 


dx 


r 




d 




z' 



dx yj 



donde 



y' z' 

=zz=z=: = COSt ; =s cOSt 

Y 



e quindi 



y^ = coet, z^ z- cost. 

Queste equazioni, integrate, danno 
y^ cx-\- e* z = CiX + c\ 

che sono le equazioni di una retta nello spazio. 
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Se sono assegnati i punti estremi della linea, le 
quattro costanti si determineranno colle condizioni 
che tali equazioni sieno soddisfatte da 

ovvero 

a? = a?i y = y\ z — zi. 

Se il primo punto è dato, ma il secondo debba 
trovarsi su di una superficie di equazione 

t^{xyz) = 0\ 

allora oxq oi/q ^ Zq sono ancora zero, ma non lo 
sono più S ^j ùy^ 8 Zi, Tali variazioni sono legate 
dalla relazione 

* 

La prima parte della variazione dell'integrale, 
giusta le formolo generali, è 

che deve annullarsi quando ìe ò ooi ^ yi o Zy sono 
solo legate dalla precedente relazione. 
Moltiplicando quest'ultima espressione per 

e eguagliando a zero si ha 

(1 + y/* i- z.'^j s ^1 + yi s yi i zi'^zi~^o 



n' 
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ovvero 



Dovendo questa relazione coesistere coU'altra pre- 
cedentemente scritta si ha che i minori della 
matrice 



3? 8<? d^ 



8^1 
1 






d z\ 



Z: 



devono essere zero. Ciò si interpreta geometrica- 
mente dicendo che la retta incontra normalmente 
la superficie <p. 
Proponiamoci ora quest'altro problema: 
Fra due punti di una superficie data 

o{xyz) = 

condurre una linea^ tutta situata sulla superficie^ 
e che abbia la minima lunghezza. 

Questo è un problema della specie degli isope- 
rimetri; per risolverlo dobbiamo dunque (giusta 
la regola di Eulero) rendere minimo Y integrale 



Ì[\/ 1+ y'^ -h ;s'^ -f-X<j,r^y^)]<^ 



X 



dove X è costante indeterminata. 

Possiamo eseguire gli stessi calcoli del caso pre- 
cedente, e otteniamo come seconda parto della 
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variazione dell' integrale la espressione 

J j l «> ^ \/ 1 + y'« + «'» a yj ^ 



e quindi 






Questo relazioni possono porsi sotto la seguente 
forma 

ds dy 

ds oz 

Moltiplicando la prima per dy là seconda per 
dz Q sommando e tenendo conto delle relazioni 
identiche 

dwd.-y- -^dyd.-z^'\'dzd.'-j- = 
ds ds ds 

8ic dy oz 
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8Ì ha l'altra relazione 

- dx > 9 9 , 
ds doo 

Da questa relazione e dalle sue analoghe si ri- 
i cava che 

, do^ . dy j dz 

as as as 

sono proporzionali a 

d9 dy_ dj^ 

i quali souo proporzionali ai coseni di direzione 
della normale alla superficie 9, mentre 

^ dx ^ dy ^ d^ 
ds' ds ds 

sono invece proporzionali ai coseni di direzione 
della normale principale alla curva (V. Calcolo 
differenziale, pag. 296, 301); dunque la curva di 
minima lunghezza sulla superficie ha la proprietà 
che la sua normale principale coincide colla nor- 
male alla superficie. 

Tali curve sì chiamano geodetiche della super- 
fici€y e lo studio di esse appartiene alla geometria 
differenziale. 

Per il loro studio dal punto di vista della teo- 
ria delle variazioni, vedi : 
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Bertrand , Sulla minima distanza fra due 
punti di una superficie. Voi. II, della Mecc. anal. 
di Lagrange (1855). 

BoìSNET^ Comptes rendus» YoL XL-XLI (1855). 



§ 33. Le superficie ad area minima. 

Se si esclude un caso molto particolare trattato 
già da Eulero nel suo Methodus, etc. fu Lagrange 
il primo che in una Memoria da noi più volte 
avanti menzionata {Mise, Taur, Voi. II) applicò 
per la prima volta il calcolo delle variazioni allo 
studio del problema delle superficie di minima 
area contenuta in un contorno dato, e stabilì per 
tali superficie l'equazione a derivate parziali. 

I lavori numerosissimi posteriori fatti sullo sfesso 
soggetto non appartengono più propriamente al 
calcolo delle variazioni, perche si aggirano sui 
metodi per integrare tale equazione differenziale, 
e sulle proprietà delle superficie minime. 

Lo studio di quella equazione differenziale ha 
formato l'oggetto dei lavori successivi di Meusnier 
(1776), Monge (1784), Legendre (1787\ Ampère 
(1820). Dopo di questi i lavori sulle superficie mi- 
nime sono stati numerosissimi, e noi ci dispen- 
siamo dal citarli perchè, come abbiamo detto, essi 
non possono propriamente considerarsi come la- 
vori di calcolo di variazioni; cibasti rimandare il 
lettore alle indicazioni contenute in una Memoria 
di Beltrami (Accad. di Bologna^ Voi. VII, 1868', 
ad una di Schwarz {Creile. Voi. LXXX [l875lj, 
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al libro di Darboux (Théorie des surfaces^ Voi. I, 
Paris. 1887) alla Diss. di W. Howe (Berlin. 1887) 
e finalmente al recente libro di Bianchi (Geom. 
diff. Pisa. 1894). 
L'area di una superficie è data da 



1 = 



jj\/-(la*-(-if)"^»^^- 



Si deve eguagliare a zero la variazione di questo 
integrale nell'ipotesi che i limiti d'integrazione 
sieno fissi. 

Indicando con p q le due derivate di 0, e con- 
siderando che qui i limiti sono fissi, e quindi il 
primo dei due integrali della formola che abbiamo 
chiamato di Delaunay (Vedi § 29) è zero, sì ha 
semplicemente 

Jì ^Idz dcodp doodql 



donde 

d p 



dX ^Il^p2_^f^2 dy ^l-^ p2-^. g2 



^0 



che è l'equazione a derivate parziali della super- 
ficie minima. 

Questa equazione mostra una proprietà singo- 
lare di tali superficie, ed è che i raggi principali 
di curvatura sono eguali e di segno contrario 
(Meuanier.'. Se deirequazione precedente si cer- 
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caiM) le soluzioni di una delle tre forme 



-Ai 



si hanno tre speciali superficie minime chiamate 
rispettivamente la catenoide , V elicoide rigata 
(Meusnier), e la superficie di traslazione (Scherk 
[1834]). 

Se non è data una parte del contorno, ma que- 
sto, una sua parte, è solo assoggettato a trovarsi 
su di una data superficie, si trova allora il risul- 
tato che la superficie minima incontrerà la su- 
perficie data ad angolo retto; questa proprietà 
può considerarsi come la estensione di quella re- 
lativa alle curve di lunghezza minima che da un 
punto possono condursi ad una superficie data. 



§ 34. Problemi vari di calcolo pi variazioni. 

Raccoglieremo in questo paragrafo alcuni dei 
più comuni problemi di calcolo delle variazioni 
con qualche indicazione relativa a ciascuno di 
essi. 

La maggior parte di tali problemi si trovano 
già nell'opera celebre di Eulero, il quale ne rac- 
colse e discusse un numero grandissimo. 

Dopo il problema della brachistocrona di cui 
abbiamo discorso nel § 31 furono storicamente fa- 



n 
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mosi i problemi degli isoperimetri^ cosidetti per- 
chè si trattava di trovare fra tutte le curve aventi 
il medesimo perimetro quelle che possedevano in 
massimo o minimo grado una certa determinata 
proprietà. 

Il primo che ne trattò fu Giacomo Bernoulli, 
(Acta Erudii, maggio, 1697) il quale, nella Me- 
moria in cui risolveva in altro modo il problema 
della brachistocrona del fratello Giovanni, sul finire, 
citò alcuni facili problemi di isoperimetri come 
p. es. fra tutte le curve di dato perimetro tro- 
vare quella racchiudente massima area, ovvero, fra 
tutte le curve di dato perimetro trovare quella 
avente il centro di gravità dell'area o della li- 
nea, più distante dalla base (problemi già risoluti, 
il primo fin dai geometri greci, il secondo da 
Giovanni Bebnoulli, Opere, t. Ili, pag. 497) e 
finì col proporre il seguente problema che disse 
d'aver risoluto, e che noi riporteremo qui come 
il primo dei problemi dell'elenco che vogliamo 
dare in questo paragrafo. 

1. Costruire una curva di data lunghezza, 
passante per due punti dati, tale che^ costrutta fra i 
medesimi estremi un'altra curva di cui le ordinate 
sieno una potenza o una radice delle corrispon- 
denti ordinate della prima curva^ ovvero dei cor- 
rispondenti archi della medesima, Varca della se- 
conda sia un massimo. Per un caso particolare di 
questo problema quando cioè l'ordinata della se- 
conda curva deve essere eguale all'arco corrispon- 
dente dell'antica, si ottiene una catenaria. Si può 
vedere l'opera di Momsen, Elementa ealculi Va- 
riatianum etc. Altona, 1833, pag. 45 e Todhun- 
TER, Besearches, etc. London, 1871, pag. 220. 
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2. Sia proposto di trovare fra tutti i poligoni 
chiusi che hanno per lati dei segmenti dati^ guaVè 
quello di massima area. 

Si dimostra che è quello iscrìtto in un cerchio ; 
di questo problema trattò col calcolo delle varia- 
zioni Lagrange nella seconda appendice della Me- 
moria Nouvelle methode^ etc. Misceli, Taur. Vo- 
lume II); ne avea già trattato per via sintetica 
Cbamer {Accad. di Berlino^ 1752). 

Per il problema analogo relativo ai poliedri di 
data superficie e massimo Volume. (Vedi Lindelof, 
Math. Ann. Voi. Il, pag. 150). 

Se invece di un poligono si tratti di una curva 
dì dato perìmetro, si ottiene un cerchio , teo- 
rema dimostrato già da Zenodoro e tramandatoci 
da Pappo. (Vedi Cantob, Geschichte der Math, 
Voi. I, 308.) Nel § 8 della Memoria di Legendre 
(Acad. de Paris. 1786) si studia questo problema, 
con dettaglio dal punto di vista del calcolo delle 
variazioni. Esso si trova ancora in Eui#Eao, Me- 
fhodus inveniendi^ etc. Gap. V, § 41. Su problemi 
di questo genere, nel piano, sulla sfera, e nello 
spazio, ma da un punto di vista completamento 
geometrico, esiste una voluminosa Memoria di 
Steiner. {Creile^ Voi. XXIV, pag. 93 e pag. 189; 
Liouville, Voi. VI.) 

3. Fra due punti dati o due curve date co- 
struire una curva tale che per essa discendendo 
un grave^ la velocità acquistata alla fine della ca- 
duta sia massima. 

Ne tratta Lagrange alla fine delP ultima lezione 
del calcolo delle funzioni. (Opere^ Voi. X, pagi- 
na 448.) Se i punti estremi devono trovarsi sopra 



^ 
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due curve date si trova che le tangenti a tali due 
curve in tali punti estremi, devono essere paral- 
lele, risultato analogo ad un altro che si trova 
per la brachistocrona. 

4. Fra tutte le curve di egual perimetro aventi 
per estremi due punti dati^ trovare quella nella 
quale il centro di gravità della linea è più di- 
stante dalla base. 

Questo problema era stato risoluto erroneamente 
da Galilei (1638), il quale avea creduto che la 
curva fosse una parabola ; fu trattato indi dai due 
fratelli BernouUi (Giovanni e Giacomo) da Huy- 
ghens e Leibnitz {Ada Erudita 1690-1692); si 
trova che la curva richiesta è una catenaria, cioè 
una curva in cui il raggio di curvatura è eguale 
alla lunghezza della normale compresa fra la curva 
e Tasse di ^, ma è situato dalla parte opposta di 
tale normale. 

Se a è una costante indeterminata bisogna reu' 
dere massimo T integrale 

J(j/-+-a)rfs 

ir, 

giacche — \yds è, come si sa dalla Meccanica, 

eguale all'ordinata del centro di gravità della 
linea. 

Di questo problema trattò anche Legendre nel 
§ 7 della Mem. del 1786 (Accad. di Parigi). Vedi 
anche Mayer, Math, Ann. Voi. XIII, p. 65- 

I seguenti problemi (dal n. 5 al 11) si trovano 
tatti trattati e risoluti nella celebre Memoria di 
Eulero {Methodus inveniendi^ etc.) più volte citata. 

Pascal. 13 
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5. Per due punti far passare una curva tale 
che Varea compresa fra essa^ la sua evoluta^ e le 
normali negli estremi sia la minima possibile. 

Si trova che la curva è un ramo di cicloide 
(Eulero cit. Gap. II, § bì\ Per questo problema 
si può vedere anche Jellktt, Variationsrech, 
(trad. tedesca) (Braunschweig 1860, pag. 191 e 
422) e ToDHUNTEB, Researches^ etc. London, 1871, 
pag. 250. 

6. Fra tutte le curve che congiungono due 
punti e che rotando intorno ad un asse generano 
superficie della stessa area^ trovare quella per la 
quale una tal superficie racchiuda il massimo vo- 
lume* (Eulero, Gap. V, § 44.) 

Questo problema ha dato luogo a molte contro- 
versie. (Y. MoiGNO-LiNDELòr, Calcul des varia- 
tionSy pagina 218 e Gbeve, Ein Problem aus der 
Variationsrech, Gòtt. Dissert. 1875.) 

7. Fra tutte le curve passanti per punti e 
racchiudenti la stessa area^ trovare quelle che ro- 
tando intorno ad un asse generano la superficie 
di minima area, i Eulero, Gap^ V, § 45.) 

Si ottiene una curva di terz'ordine con un punto 
doppio. 

8. Fra tutte le curve dello stesso perimetro 
e passanti per due punti trovare quelle che ro- 
tando intorno ad mi asse generano il corpo di 
massimo volume, 'Eulero, Gap. V, 46.) 

Si ottiene la cosiddetta curva elastica^ avente la 
proprietà che il suo raggio di curvatura è inver- 
samente proporzionale all'ascissa. 

9. Trovare la curva che^ fra tutte [le altre 
dello stesso perimetro, ha la proprietà di generare 



^ 



§ 34. — Problemi vari di calcolo di variaz, 195 

colla rotazione intorno ad tin asse^ una superficie 
di massima o minima area. (Idem, Gap. V, § 47.) 
Si trova la catenaria. La superficie ottenuta si 
chiama catenoide [Plateau). Vedi Goldschmidt, 
Determinano superf. min.^ etc. Gòttingen. 1831. 
LiND£LÒFF, Sur les limites entre lesquelles la ca* 

^ ténoide est une surface minime. Math. Ann. Vo- 

: lume II, pag. 160 (1870.) 

I 10. Fra tutte le curve dello stesso perimetro e 

racchiudenti la medesima area, trovare quelle che 
rotando intorno ad un asse generano una super- 
ficie racchiudente il massimo o minimo volume. 
i^Eulero. Cap. VI, § 22.) Si trova la curva elastica. 

11. Fra tutte le curile di medesime ascisse^ 
racchiudenti la medesima area, e che rotando in- 
torno air asse danno superficie racchiudenti lo 
stesso volume, trovare quelle di cui il centro di 
gravità è più basso o più alto. (Idem. Cap. VI, 
§ 23.J Si trova la linea retta. 

12. Dati due piani paralleli e un punto in 
uno di essi^ condurre da questo punto alValtro 
piano una linea di lunghezza data, tale che Varca 
della superficie cilindrica che si ottiene conducendo 
dai diversi punti della linea delle perpendicolari 
ai due piani e terminate a questi^ sia massima. 

Si ottiene Velica. (Vedi Moigno, Calcili des Va- 
riations. Paris. 1861, pag. 299, e Starkoff, Rend. 
di Palermo. Voi. II, pag. 116.) In quanto a que- 
st'ultimo lavoro si tengano però presenti le osser- 
vazioni da noi fatte al § 30 relative ad un altro 
lavoro del medesimo autore. 

13. Fissate due ordinate condurre da un punto 
della prima ad ìtno della seconda una curva tale 
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che la figura determinata dall'asse delle ascisse 
dalle due ordinate e dalla' curva abbia perimetro 
assegnato e area massima. (Vedi Challis, On the 
solution of three problems^ etc. Phil. Maz. 1872.) 

14. Trovare una superficie di data area e che 
racchiuda il massimo volume. (V. Sabeus, Mem. 
des sav. etrans. Voi. X. 1846; S asinine, Raccolta 
mat. di Mosca. Voi. XIV, pag. 451 (1890).) 

15. Trovare una curva^ di prima curvatura 
costante, i cui estremi sieno sittmti sopra due date 
curve superficie^ e la cui lunghezza sia massima 
minima. 

Questo problema fu trattato prima da Delau- 
nay, poi da Jellett e Todhuuter. Un lavoro re- 
cente su questo soggetto è la dissertazione di lau- 
rea di Venske, Gòttingen. 1891. 

16. Determinare una curva che abbia il mi- 
nimo massimo momento d' inerzia rispetto ad un 
punto dato. 

Questo problema fu trattato da Eulero erronea- 
mente; la soluzione esatta fu data da Ossian 
BoNNET, Liouville T. IX, pag. 97 (1844.) 

Per un problema analogo, vedi anche De la 
GoupiLLiERE, Sur le minimum du potentiel de 
Vare. Ass. Frane. Besangon. Voi. XXII, pag. 164 
(1893.) 

Per altri problemi di calcolo di variazioni ci- 
tiamo: 

MiNDiNG, Creile. V (1830); 

Spitzer, GrunerVs Archiv. Voi. XXIII, pagi- 
na 125 (1854); 

ScHELLBACH, ProbUme der Variationsr, Creile, 
Voi. XLI, pag. 293 (1851); 



r. 
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Walton, On a problem in the calculus of va- 
riations. Quart. Journ. X, pag. 72 (1869) ; 

BoRCHABDT, Uebcr àas Èllipsoid von kleinstem 
Volumen bei gegebenen Fldcheninhalte einer An- 
zahl von Centralschnitten, Beri. Monatsb. 1872, 
pag. 505; 

Id., Beri Abh. 1866 (Probi, del tetraedro); 

WiLKiNSON, Two probleme in the calculus of 
variations. Messenger, 2.* Serie. Voi. I, pag. 175 
(1872); 

KoRKiNE et ZoLOTAREFF, Sur UH ccrtain mi- 
nimum, Nouv. Ann. 2.* Ser. Voi. XII, pag. 337 
(1873); 

ScHURiNGA. Les trajectoires minima, Archives 
Néerl. Voi. Vili, pag. 1 (1173); 

MiNDiNG, Ueber einìge isoperimetrische Anfga- 
ben. Bull, de St. Pétersb. Voi. XXIV (1877); 

Id., Théorie des courbes du plus petit perimètre 
sur des surfaces courbes. Bull, de St. Pétersb. 
Voi. XXI e XXV (1876-78); 

D'OcAGNB, Sur certaines figures minima» Bull, 
de la Soc. Math. Voi. XII, pag. 168; 

Posse, Quelques remarques sur une certaine 
question de minimum. M. A. Voi. XXVI, pagina 
593 (1886); 

Markoff, Einige Beispiele der Losung beson- 
derer Aafgaben iiber Max. und Min. (in russo). 
Soc. Math. in Oharkow. 2.* Ser. Volume I, pagi- 
na 250. 
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§ 35. Applicazioni 

DEL CALCOLO DELLE VARIAZIONI ALL'aNALTSI. 

Condizioni di inteokabilità. 

11 problema che ci proponiamo ora e che ha il 
più intimo legame col calcolo delle variazioni è 
il seguente: 

Sia data una funzione di a:, y e delle derivate 
di y rispetto ad x. Sia 

Vogliamo ricercare quando Vintegrale 
F(xyy\.,yM)dx 

si può calcolare senza la previa conoscenza della 
funzione y di x^ e quindi delle sue derivate^ in 
altri termini quando la funzione Fé la derivata 
esatta di una funzione ^ dixy y\. . j/(«-i). Quando 
ciò può farsi noi diremo che la funzione F è in- 
tegrabile; ma è chiaro quale significato noi in- 
tendiamo qui dare alla parola integrabile; noi 
vogliamo intendere che la F possa integrarsi in- 
dipendentemente dalla conoscenza di y. 

Supponiamo che ciò possa farsi e che esista la 
funzione cp.* Si avrà identicamente 

d © 
a X 



F 
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e quindi, integrando fra due qualunque limiti, cal- 
colando la variazione dell'integrale e ponendola 
eguale a zero si ha 

Calcoliamo questa variazione e trasformiamola 
colla solita formola. (V. § 3.) 
Si ha 

oc 3C 

a;' 

Perchè questa variazione sia zero indipendente- 
mente da y, sappiamo che deve essere zero la 
parte sotto il segno integrale e quindi si ha la 
condizione 

^ dM^ .d'M'' ^ 

dx dx^ 

dove 

M= -- 

dy 

dy 

Questa è la condizione d'integrabilità che qui 
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^ 



ci SÌ presenta come una condizione necessaria; si 
può subito mostrare che essa è anche sufficiente. 
Per w = 1 la condizione 

dx 



cioè 



dy dxdy' 

è sufficiente perchè F sìa integrabile. 
Giacché sviluppando si ha 

dF d'F d'F dlF 

dy do=dy' dydy'^ dy"^ 

e poiché i primi tre termini non contengono y'\ 
così deve essere necessariamente 

dy" 

cioè F della forma 

F^Py' + Q 

dove P e Q non contengono y'. 
Se ora costruiamo la funzione 



, = jPd 



y 



dove intendiamo che in P sia considerata solo la 
y come variabile, <p sarà una funzione di a; e y 
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di cui la derivata parziale rispetto ad 1/ è P, e 
quindi 

dx doc ^ dy^ ^ 

dove R non contiene y'. Qaìndi 

dx ^ 

non contiene y'\ e inoltre non conterrà neauche .v, 
giacché, soddisfacendo Fper ipotesi alla condizione 

dy dxdy' 

d © 
e soddisfacendovi anche -7-^, essendo questa una 

dx 

derivata esatta, vi soddisfarà anche la loro diffe- 
renza; ma y' non è contenuto nella loro diffe- 
renza, dunque resterà 

dJ Q-R) ^ 

dy 

donde si ricava che Q — R non contiene y. 

Questa differenza sarà dunque una funzione di 
sola ir, 4' (aO, che può sempre porsi sotto la forma 
della derivata di un'altra funzione di a? sola 



f 



^ (x) d 57, 
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1 



e quindi si ha 



d 9 , d 



cioè F resta espressa come la derivata esatta di 
una funzione di oo e y. 

Il teorema dunque è vero per n = 1. Possiamo 
mostrare che se è vero sino all'indice n — 1, è 
vero anche per l'indice w. 

Se 

~dy' dx'dì/ ' dx-'-dy **' dx^' dy^*'^^ 

sviluppando, e osservando che tutti i termini, 
meno uno, non contengono mai J/^2"\ ne ricaviamo 
che il coefficiente di yC'^**) deve essere zero, cioè 

d ^("^^ 

e perciò deve essere F della forma 

ir=P2/(«)+ Q 

dove P e Q non contengono j/^"\ 
So ora costruiamo 






dove in P intendiamo variabile solo y^^'~^\ e fisse 
tutte le altre quantità che vi compariscono, la de- 
rivata di <p rispetto a ?/("-^) è P. 



§ 35. — Condizioni di integrahilità, 203 
Quindi si ha 

rf^_a_? a? d'i ,,) 

j dove li non contiene ?/(">. 
Perciò 

F-p=Q-B 

dx 

non conterrà y^"\ e soddisferà a condizioni simili 

a quelle cui soddisfa F^ perchè nel primo membro 

d 9 
vi soddisfanno F e la derivata esatta -- . Per la 

dx 

ipotesi fatta, (Q — li) sarà perciò la derivata 

esatta di una funzione Ai xy y\ , , ?/("-2)^ Tndican- 

d^ 
dola con - --- abbiamo perciò 
a X 

dx 

dove ^ -f- ^ è una funzione di .? y }/ . . , ?/**~^). 

Con ciò il teorema è dimostrato. 

Considerazioni analoghe potrebbero farsi se H 
anziché contenere solo y, contenesse altre funzioni 
2, M, Vj ecc. 

Applicando k volte di seguito questo criterio si 
possono trovare le condizioni perchè una funzione 
della specie considerata sia k volte integrabile 
(V. Jellett, Variai,^ etc. pag. 370) e similmente 
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possono applicarsi questi stessi procedimenti agli 
integrali multipli anziché semplici. 

Se F è una funzione di k variabili^ di funzioni 
di queste variabili e delle derivate di tali funzioni, 
la condizione necessaria e sufficiente perchè V in- 
tegrale k^^^ di F possa ridursi ad un integrale 
(k — 1)^^^ indipendentemente dalla conoscenza delle 
funzioni che entrano in F^ è che la parte sotto il 
segno d' integrale kP^^ nella formola di Delaunay 
(V. § 29) sia identicamente zero. 

Non ci estendiamo su queste considerazioni, e 
termineremo con qualche indicazione sulla storia 
e sulla bibliografia di questo argomento. 

Il teorema dell'integrabilità è di Eulero il quale 
lo fece conoscere per la prima Tolta nel X Voi. 
dei Novi Comment. Petrop. (1764) in una Memo- 
ria intitolata Analytica explicatio methodi maxi- 
morum et minimorum. 

In questa Memoria però Eulero non fece che 
enunciare il teorema, e fu il marchese di Condor- 
cet il primo che ne dette una dimostrazione di- 
retta {Acad. de Paris^ 1765, pag. 54-55). 

Dopo pochi anni comparvero due Memorie di 
Lexell {Novi Comment. Petropol. Voi. XV, XVI, 
1771-72) in cui quest'autore si propose di dimo- 
strare il teorema in tutta la sua integrità, cioè 
non solo la necessità ma anche la sufficienza delle 
note condizioni. Le dimostrazioni di quest' autore 
sono però sempre parse molto complicate, e par- 
vero tali anche a Lagrange, il quale nelle sue 
Lezioni siH calcolo delle funzioni (pag. 409, Pa- 
ris, 1806) si occupò di questo teorema. 

Altri lavori sulP argomento sono in ordino di 
tempo : 
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Sarrus, Ann. de Gergonne. Voi. XIV, pagina 
197 (1824); 

M. B. D. C, Ann. de Gergonne. Voi. XIV, pa- 
gina 319; 

PoissoN, Mém. de VAcad. Voi. XII (1833), pa- 
gina 223; 

Sarrus, Comptes Rendus. Voi. I (1835;, pagi- 
na 115; 

DiRKSEN, Accad. di Berlino. 1838; 

Bertrand, Journ. de VÉc. Polyt. Cab. XXVIII 
(1841), pag. 249; 

Raabe, Creile. Voi. XXXI, pag. 181 (1844); 

JoACtìMiSTAHL, Creile. Voi. XXXIII, pag. 95 
(1846\ In questo lavoro l'autore comincia col con- 
testare al precedente la priorità di alcuni teoremi, 

Bruun, Bulletin Phì/s.-màth. de VAcad. de St. 
Pétersbourg. Voi. VII (1848 ; 

Bertrand, Journal de Liouville* Voi. XIV, 
pag. 123 (1849); 

Sarrus, Idem^ pag. 131; 

MiNiCH, Ann. di Tortolini. Voi. I (1850), pa- 
gina 321; 

De Morgan, Cambridge Phil. Society. Volume 
IX, 2.* parte (1851;. 
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PARTK II. 

Calcolo diretto e cenni sul calcolo inverso 
delle differenze finite. 



INTRODUZIONE. 

Il calcolo delle differenze finite può considerarsi 
come un'appendice dell'algebra superiore, e come 
un' utile introduzione al calcolo infinitesimale. 

Quasi tutte le formole e i problemi del calcolo 
infinitesimale trovano i loro analoghi, e alle volte 
anche sotto forma più generale, nel calcolo delle 
differenze finite, il quale però d' altra parte, non 
facendo uso mai di concetti di infinitesimi e di 
limiti, e, considerando sempre la quantità e le dif- 
ferenze delle quantità sotto forma finita, rientra 
nei concetti generali dell'algebra superiore. 

Per quanto collocato fra l'algebra e il calcolo 
infinitesimale, pure non credo che il calcolo delle 
differenze finite possa, dal punto di vista didat- 
tico, rappresentare utilmente un passaggio dal- 
l'una all'altra di quelle due discipline; inquantochò 
mi pare che molti dei procedimenti che esso ado- 
pera, e dei problemi che si propone, non potreb- 
bero essere intesi in tutta la loro estensione da 
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chi ignorasse i principii del calcolo iafinicesìmale, 
e d'altra parte tutti quelli altri problemi che di 
questi non abbisognano, non possono formare, presi 
insieme, qualcosa da richiamare in modo speciale 
r interesse degli studiosi. 

E perciò che il calcolo delle differenze finite è 
stato quasi sempre, negli antichi trattati, consi- 
derato come un'ultima appendice del calcolo infi- 
nitesimale; nei trattati più recenti poi esso è scom- 
parso del tutto, forse perchè si dovea dar posto 
ad altri problemi, ad altri soggetti e ad altre 
discussioni nelle quali il calcolo infinitesimale è 
venuto man mano allargandosi. 

Ciononostante anche il calcolo delle differenze 
finite, ha la sua non piccola importanza, e ricor- 
dando che per esempio il problema dell'interpo- 
lazione rappresenta il problema più generale di 
quello che nel calcolo infinitesimale è il pro- 
blema della formola di Taylor, problema che può 
considerarsi come il cuore di tutto il calcolo, e 
che inoltre (per non citare altro) il problema del- 
l'integrazione alle differenze ha il più intimo rap- 
porto colla teoria algebrica delle serie, si deve 
ammettere che l'ostracismo dato negli ultimi tempi 
al calcolo delle differenze finite è per lo meno 
ingiustificato. 

Per quistioni di spazio non ho potuto estendermi 
sul calcolo inverso alle differenze, di cui non ho 
potuto che fare solo un cenno, estendendomi in- 
vece molto dippiù sul calcolo diretto; ma ci vor- 
rebbe un libro intero per potere diffusamente 
trattare p. es. solo delle equazioni alle differenze 
finite, che rappresentano un problema assai diiS- 
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cile, forse anche più difficile del problema delle 
equazioni differenziali. 

Terminerò questa introduzione coli' elenco dei 
principali libri che hanno specialmente trattato 
del calcolo delle differenze finite. 

Nicole, TraiU du calcul des différences finies. 
Paris, 1717; 

Pbony, Méthode directe et inverse des différen- 
ces^ etc. Paris, 1799; 

Lacboix, Traité des différences et des séries. 
Paris, 1800; 

Herschell, Collection of Examples of the Ap- 
plications of the Calculus of finite Différences» 
1820; 

ScHLOMiLCH, Theorie der Differenzen und Sum- 
nien. 1848; 

BooLE, Treatise on the calculus of finite diffé- 
rences, Cambridge-London, 1860; 

Stubm, Gours d'analyse. Voi. II. Paris, 1868; 

Heymann, Studien ilber die Transformation 
und Integration der differential- und differenzen- 
rechnung. Leipzig, 1891; 

Mabkope, Differenzenrechnung. Pietroburgo, 
1891 (in russo), e tradotto da Fbisendobfp e 
Pbùm:m, Leipzig, 1896. 
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§ 1. — Differenze di una funzione. 

Sia f{co) una funzione di .r e immaginiamo as-' 
segnati ad x una successione di valori 

ìVq J[/l «aTo • • • • 

tali che il precedente sia sempre minore del se- 
guente. 
Formiamo le differenze 



Queste le indicheremo rispettivamente coi simboli 

^f{Xol ^f{xi\... 
e le chiameremo differenze prime della funzione f. 

Operando similmente sulle differenze prime, cioè 
formando le differenze 

A/'(^i)-A/*(a?o) 
A/'(^2)~A/'(a?i) 



si ottengono le differenze seconde che si indiche- 
ranno coi simboli 

e così di seguito. 

Una immediata proprietà che si presenta è la 
seguente: La differenza (a + S)»'« di una funzione 
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in un pimto or^^ è eguale alla differenza a»»<» della 
espressione rappresentata da ^fi f {Xq\ cioè in 
simboli 

^-+^f(.r,) = ^-{^flf(x,)). 
In effetti, per definizione, 

non è altro che la differenza 

^Pf{x{)^^^f{x,) 

cioè la differenza prima calcolata per la succes- 
sione di valori 

Perciò : 

Similmente sarà 

= ^^(^r^f(x,^) 

o così, continuando, appare infine la verità del- 
Tassunto. 

In seguito, si supporrà spesso che le prime dif- 
ferenze dei valori della variabile indipendente co 
sieno costanti^ cioè che sia 

QC'Y ~~ OCq —— t^vg ■"" X\ — ■ X^ "~~ «ITg — ■" • • • 

e per semplicità spesso un tal valore costante lo 
prenderemo eguale ad 1. 
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§ 2. — Primi teoremi sulle differenze. 

Per le differenze possono dimostrarsi teoremi 
analoi^hi a quelli noti per le differenziali o le de- 
rivate di una funzione. 

Sono evidenti i due teoremi: 

La differenza di una funzione del tipo 

e fio!), 

dove e è costante^ è eguale al prodotto di e per 
la differenza di f. 

La differenza di una somma algebrica di fun- 
zioni è eguale alla somma algebrica delle diffe- 
renze delle funzioni stesse. jj 

Egualmente semplice è la dimostrazione di que- 
st'altro teorema: 

La differenza del prodotto 

(p (a?) ^ (x) 

di due funzioni^ è data dalla formola 
A [cp (a?o) -1 (a?o)] = ? (a?i) A .]. (.To) + ^ (^,) A (p (a?o) 

In effetti tale differenza è 

?(^i)'M^i)-?(^o)?(^o) 
e aggiungendo e togliendo il termine 



^R 
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e raccogliendo opportunamente i termini si ha la 
formola di sopra. 
La differenza del quoziente di due funzioni 

è data dalla formola 
In efFetti) tale differenza è 

e aggiungendo e togliendo al numeratore il termine 

e raggruppando convenientemente i termini, si ha 
la formola superiormente scritta. 



§ 3. — Espressione della differenza n''*« 

DI UNA FUNZIONE. 

È facile trovare una formola che dà la espres- 
sione di ^^f per mezzo di /"(.Tq', /"(r^) . . . 



1 
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La formola che si ottiene è anche notevole per 
il fatto che essa può porsi sotto una certa op- 
portuna forma simbolica assai semplice. 

Cominciamo a considerare la differenza seconda 

^^f:x,) = ^f{.T,]~^f,x,) 

= lfi^2)-f(oo{ì]^lf{x{)--f{Xo)] 
=^fi^2)-2fx,' + fx,). 

Il secondo membro di questa espressione può 
scriversi simbolicamente 

intendendo che nello sviluppo della potenza si 
sostituisca sempre alla potenza simbolica 



la espressione 



fixò 



e quindi a 



1^(^)]" 



la 



f (^o) . 



Dimostriamo che si ha in generale simbolica- 
mente 
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Supponiamo che questa forinola sia verificata 
sino alla differenza n — 1"'«, e allora la differenza 
n"'« sarà data da 

A« f (.Ti) = A«-l f{00,) - A«-l f (Xo) = 
I = f[0(^n ) - (W ~ l)i fiXn^l) + (n - 1)2 f(Xn-2) - ... 
I - fiXn^l) -1- {n - Di f{Xn^2) " ... 

Ed essendo in generale 

(n — ì)k + (n - 1)^-1 = »A 

si ha 

A» /:(Xo) = A'^n ) — (n)i f(Xn-l) + [n]^f(,00n^i) — . . . 

che è la formola richiesta. 



§ 4. — ESPBESSIONE DEL VALOEÈ DELLA FUN- 
ZIONE NEL PUNTO Xn MEDIANTE LE DIFFERENZE 
SUCCESSIVE NEL PUNTO Xq, 

Con eguale facilità può trovarsi V espressione 
di f {xn) mediante le differenze successive nel 
punto ccq. 

In effetti 

nx^)=fyx^] + ^f[x^) 

f(xè = f(x,) + ^f{x,) 
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Il secondo membro può porsi sotto la forma 
simbolica 

(l+A)y{a:o) 

e si può far vedere che in generale 

f(a?„) = (l + A)«/'(a?o). 

Giacché se per ipotesi si ha: 

/'(a;„-i) = (l + A)«-i/'(,ro). 

formando le differenze, si ha 

A f{w„-i) = A [(1 + ^)»-ìf{Xo)]. 

Intanto 

f{asf,) = fix„-ì) + A /'(a?„_i) 

dunque 

/'(■»«) = n^'n-i) + A [(l-f A —1 /'(To ] 

= (l + A)n-t/'(V + A[(l + A)»-I /'(a'o>l. 

E sviluppando i simboli si ha 
fixo) + (» - Di A f{x,) + {n- Vi AY W + . . . 
+ A f(xo) + (n - l)i AV(a?o) + . . . 

e per la solita relazione fra i coefficienti bìnomiali 
di cui ci siamo già serviti nel paragrafo prece- 
dente, questa espressione diventa 

f (xo) + (n)i ^f(Xo) + (n\ A^f^o) + • • • 

che simbolicamente non è altro che 

(l + A)«/'(av,). 
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§ 5. — Altre foemole più generali relative 
alle espressioni delle differenze di or- 
dine superiore. 

Le forinole di cui vogliamo qui trattare sono 
contenute in una Nota di Studnicka (Beitrage 
znm OperationscalcuL Prag. Berichte 2, Abth. 
1871, pag. 39;, riprodotta nel voi. X, pag. 76 del 
Giorn» di BattaglinL 

Dalla forinola 

otteniamo 

A"» f (a/i+i) ■•= (1 -r A) A'« f (a^). (1) 

Ponendo inoltre simbolicamente 

f {cih-\-\) = f {ah) f kO) 

abbiamo dalla medesima formola, simbolicamente 
Jm+i f^an) =z ^^nf^ah) [f{a) ~ 1]. (2) 

Ponendo in (1) in luogo di A, successivamente 
7t H 1, A + 2, ... A ^ n 

otterremo 

^"^ f {ah-H) - (1 + ^; "^'^ f(ah+i^i), Ci = 1, 2, ... n) 
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le quali moltiplicate fra loro, soppressi i fattori 
comuni ai due membri, ci danno 

^'» f (aA+«) = ( 1 + ^ j'^ ^'^' f (ah) (3) 



• \ 



Cloe 



^^' f (ah^n) = 2 f ^ ) Am+t f [au ). 

Come si vede, questa formola resta così ricavata, 
considerando ^ non come un simbolo d'operazione, 
ma come una quantità, e applicandovi quindi i 
procedimenti ordinarli del calcolo. Il metodo non 
è rigoroso almenochè non si dimostri prima che 
effettivamente ^ può essere sottoposto a tali pro- 
cedimenti; non sarebbe però affatto difficile di- 
mostrare in modo rigoroso la precedente formola ; 
noi però non insisteremo su tale dimostrazione e 
ci contenteremo di siffatte dimostrazioni basate 
sul calcolo di operazioni, dimostrazioni che se la- 
sciano a desiderare qualcosa in quanto a rigore, 
(almenochè non si premetta tutta una teoria sul 
calcolo delle operazioni, teoria che ci porterebbe 
troppo lontani dal nostro scopo) pure offrono il 
vantaggio di grande semplicità ed eleganza. 

Dalla formola precedente per m = w = ot- 
teniamo una formola già trovata nei paragrafi 
precedenti. 

Nella (2) ponendo per m successivamente 

m + li m-\'2y.,.m-\-n 

avremo w + 1 equazioni della forma 

J'n^-i f{ah)=- ^''*+*'-i f {ah )[f(a)-ì] 
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che moltiplicate fra loro danno 

^'«+» f{ah ) = ^o^ J[ah ) [f[a) - l]^ (4) 
cioè 

1=0 \*/ 

Per m = e A = abbiamo una formola dei 
paragrafi precedenti. 

Nella (3) poniamo per n i valori 

0, 1, 2,...?i — 1 

e sommiamo tutte le equazioni cosi ottenute. 
Si ha 

X tin^f(ah+i]^^**^f{ahy- ^ -' (5) 

f =30 



cioè 



n—l n-\ / n \ 

ì: A'V(a;,+,)= >: . ^ J A"»+*7 a/O. 

f=0 t =0 \i + 1 / 



Per m = h = abbiamo 



j=0 1=0 \ì^ + 1 / 
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§ 6. ~ Differenze 
delle funzioni più semplici. 

Passiamo a calcolare le differenze delle più sem- 
plici funzioni, e prima delle funzioni intere. 

Supponiamo che le differenze fra i valori con- 
secutivi della variabile indipendente x sieno eo- 
stanti e sieno eguali ad h. 

Si abbia la funzione 

f [x) = a?''». 
Si avrà 

=- m Xq'^' 1 h + (m)2 .ro'»-2 ft2 _j_ _ , 

cioè un polinomio intero in x di grado m — 1. 

Se f{7') è in generale un polinomio in ^r di 
grado m, allora su ciascuno dei suoi termini potrà 
applicarsi il precedente procedimento, e si otterrà 
in complesso un polinomio intero in x di grado 
m — 1, il cui primo termine ha per coefficiente 
quello del primo termine del polinomio dato mol- 
tiplicato per h e per il grado m. 

Riapplicando un'altra volta lo stesso processo 
si ha evidentemente un polinomio intero in x di 
grado m — 2, il cui primo termine ha per coeffi- 
ciente quello del primo termine del polinomio dato 
moltiplicato per li^ jò per m {m — \). 

Così continuando, si vede che la differenza m*^^ 



1 
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del polinomio di grado m, sarà eguale a 

A''* . 1 . 2 . . . m . Oq 

se ÙQ è il coefficiente della più alta potenza di x 
nel polinomio dato; tale differenza m^^ è una 
quantità indipendente da -Tq^ dal punto cioè in 
cui sì vuol considerare la differenza; essa è 
perciò la medesima per ogni -t; abbiamo dunque 
il risultato: 

Le differenze m^^^ di un polinomio di grado 
m, sono costanti^ cioè indipendenti dal punto x, 
e sono eguali {a meno della quantità A»» a©) al 
fattoriale del numero m. 

Cosi p. es. consideriamo le potenze terze dei 
consecutivi numeri interi naturali. Ciò corrisponde 
a considerare la funzione x^^ e r^ '^i ^^2 • • • eguali 
rispettivamente a 1, 2, 3, ... (A = 1). 

Si ha il seguente quadro 

1 8 27 64 125 . . . 

7 19 37 61 . . . 

12 18 24 . . . 

6 6 . . . 

Si vede che le differenze 3.® sono tutto eguali 
a 6 che è il fattoriale di 3. 

Questa proprietà può servire a costruire, con 
semplici addizioni, le tavole dei cubi, delle quarte 
potenze, ecc. dei numeri naturali. 

Sia f(x)^-e^. Allora 

jf{x) = e^-^^^'-e^ = 
= e^(e'* - l;. 
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Ripetendo n volte questa operazione si ha evi- 
dentemente 



Sia 






Si ha 

1 1 



J f(a,) = 



X \- h X a; (a? + h) 



Y(^) = -7-.rT^.-^^ ^' 



{X 'rh)(v + 2h) cv{x + h) 
2h^ 



X x -h h) [x + 2 A) ' 
In generale si ha la formola 



jnfi^^)^ 



X {x -\-h)(x + 2h) .,.{pc -f- n h) 
Giacché supposto che 

(-ln-l(^j_l)!/^n-l 



A"-l f{x) 



x{x + h) {00 + 2/0 . . . (.'r + (w- l)*)' 
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si ha 



«A>) = (-l/*-Hn-l)!/i--^r ,T7— ol^ 7— 



nh) 
1 



= (- i)"-Mw-i:! A» 1 — 



a: (rr + A) , . . (^a? 4- (n — 1) /t) 



= (— 1)^12!^»» 



x'x + il) .. . (.r t n li) 
1 



a? (a; -h A) . . . (a? -f w A) * 



Sia f(x)-=^ Hexìx, 
Si avrà 



J sen a? = sen {x + h) — seu a? 
= 2 sen — C09 hr + - - 



Similmente 



A cos a: = — 2 sen — sen I ^ + "^ 1 • 



Più generalmente 



/ . 7\ r» ^'^ / , a/A 

A sen (a a? + 6)) == 2 sen - — cos la a? 4- 6 + - - - 1 

/ ^ 1\ rt ^^* / .7 ^^^\ 

A cos {a 0? ^ /y) = — 2 sen — ^ sen a a? + 6 + — ^ I 
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Queste formole danno in particolare 

A cos I ^ » 9 ) "^ — ^ ®®^ ~9~ ®^" ^^ ^" ^^• 
e quindi 

a2 sen ^ = - 4 sen^ — sen (oc -\- h). 

E similmente 

A2 cos a? = — 4 sen* — cos {v + A). 



Così continuando si ha 

A^ sen a? = — 2^ sen"* - cos I a? + 

A^ cos 00 = — 2^ sen^ -tt sen 1 rr 4 - 



(^-^') 

H'^.") 



e cosi di seguito. 



§ 7. — La funzione espressa mediante le dif- 
ferenze SUCCESSIVE DI ESSA NEL PUNTO INI- 
ZIALE. PoRMOLA DI Newton come estensione 

DELLA Ì'ORMOLA DI TaYLOR. 

Dal calcolo differenziale si sa che il valore di 
una funzione in un punto, può, sotto certe condì* 
zioni, esprìmersi mediante le derivate successivo 
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della funzione nel punto iniziafe; la formola cor- 
rispondente si chiama la formola generale del 
valore medio OTyero la formola di Taylor. Ve* 
diamo ora qual'è la formola analoga a questa 
nel calcolo delle diflferenze finite. 

Nel § 4 abbiamo trovato il valore della fun- 
zione in un punto speciale Xn espresso mediante 
le differenze nel punto o^o; 1& formola che vogliamo 
ora trovare è di altra natura; essa ci deve espri- 
mere non solo il valore della funzione in uno 
speciale punto, ma in qualunque puntò x dell' in- 
, tervallo a?o ^« . 

Consideriamo la funzione 

f ix) == f {a},) + —^ t^ f i^o) + 

(a7-a:'o)(a?-a;o-fe)...(a?-a?o-(n-l)A) ^^ .^^ ^ 

ni h** 

che i un polinomio in oo di grado n. 
Per x = Xo ei ha. 

per x = Xi = Xo-^h si annullano tutti ì termini 
a cominciare dal terzo, e resta 

che è eguale a f(^o+. '^); ^^ generale per 

Pascal. 15 
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(essendo is^n) si ha 

f(cco) + (Oi ^fi^o) + (O2 ^V C^o) + • . . + A*Y(a?o) 

che, per effetto della forinola del § 4, è esatta- 
mente eguale a f{xQ-\-ih)] dunque ricaviamo 
che la funzione ^ ha nei punti 

^oi ^0 H~ ^? Xq -{• 2 h^ . , . Xq -h n h 

ì medesimi yalori che la funzione f. 

Se quindi noi vogliamo supporre che la fanzione 
f sia una funzione intera, allora essa non può 
che coincidere col polinomio 9, perchè la equa- 
zione f — 9 = di grado n avrebbe n 4- 1 radici. 

Supponiamo ora in generale che f non sia una 
funzione intera, ma una funzione qualunque con- 
tinua e finita insieme alle sue derivate. 

Formiamo allora una funzione <^ {^) definita 
come segue 

rf./' ^ / ^ i^'^o )i^'^o-f^)" (x-Xp-nh) ^^ 
0(^) = cp(..) (^_i),A„+i ^'^J 

dove ^ {x^) sia una espressione ancora indetermi- 
nata dipendente da un punto qualunque a ' oltreché 
da .^0 ® d* orQ + ih {i =- 1, . . . n). 

La funzione ^ (x) evidentemente ha, come la 
<p(a?), la proprietà che nei punti 

aro, Xq ^ h,. ..Xq + n h 

acquista gli stessi valori di /\, perchè l'ultimo 
termine in tali punti si annulla identicamente. 

Si voglia ora determinare il valore della fanzione 
f nel punto '^ '. 
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Eguagliamo il valore della funzione f in x' al 
valore di ^ in x' il che può sempre farsi perchè 
basta determinare ft in modo che ii ('^'j soddisfi 
alla condizione f{x') — 4> (x') = 0. 

Allora la funzione 

f{x)-<t>(x) 

ha per punti zero i punti ^, ^o + ^> • • • ^o "^ ^ ^ 
e ^' in numero di n -f 2; quindi, per il teorema 
di Rolle, la sua derivata prima si annulla per 
n 4- 1 punti compresi negli n + 1 intervalli limitati 
da quei pùnti; similmente la derivata seconda si 
annullerà certamente in n punti compresi negli 
n intervalli limitati dagli ultimi n-\-\ punti in- 
dicati. Così continuando si giunge al risultato che 
la derivata n + V^^ di 

deve certamente annullarsi per un certo punto ; 
compreso neir intervallo limitato fra il minimo e 
il massimo dei tre punti 

a?o, XQ + nh, x\ 
Possiamo dunque porre 

ma evidentemente 



4>(«+i) (a?) = 



■An+l 
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dunque otteniamo 



- f +» (?) . 



Essendo stata £t determinata in modo che 

^~* 
si annulli in x\ si ha quindi 

ovvero, sostituendo ancora x ad a;': 

. {x — a?o) . . . (g; — ^0 — (n — 1 ) /^j 
-^ ^;i\hn~— " ^ ^^"^^^ "■ 

(w + 1)! 

dove ; è un punto compreso fra il minimo e il 
massimo dei tre valori 

Per ogni co si ha adunque uno sviluppo di que- 
sta specie, dove variando x varia naturalmente la 
quantità ;. Come si vede, siamo giunti ad una 
formola da reputarsi come analoga a quella, co- 
siddetta del valor medio generalizzato^ che si ado- 
pera nel calcolo differenziale. 
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Questa formola la chiameremo la formola di 
Newton e Fultimo termine lo chiameremo il resto 
della formola. 

E importante osservare che f — <p ha sempre 
per punti zero i punti 

Xq^ ...JTQ-inh; 

quindi applicando nel solito modo il teorema di 
Rolle si ha che /"<") - f^**) deve avere almeno un 
punto zero compreso fra Xq e ^o '^~ ^ ^* 
Se Y] è tale punto si ha che 

deve essere zero; cipè la differenza n**^^ potrà sem- 
pre esprimersi colla formola 

« 

dove TQ è compreso fra Xq e Xq + n h. 

Questo teorema è dà considerarsi come esten- 
sione di quello cosiddetto del valor medio^ che si 
ricava da esso per n = 1. 
Su questo argomento si può vedere anche: 
Qbnoochi, Orunert Archiv, Voi. XLIX, p. 342 
(1869); Nouv. Annales, 2.« Ser. Voi. Vili, pa- 
gina 385 (1809). 
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§ 8. La derivata m"^^ della funzione espressa | 

MEDIANTE LE DIFFERENZE SUCCESSIVE DELLA | 
FUNZIONE STESSA. 

Collo stesso procedimento del paragrafo prece- 
dente possiamo trovare una formola che esprima 
la derivata m^^ di una funzione espressa me- 
diante le differenze della funzione nel punto ini- 
ziale, i 

Consideriamo la stessa funzione ^ (x) del § pre- 
cedente e deriviamola m volte rispetto ad x. 

Si ha 

^ ^ A»» ' ^ ^^ dx»" m + 1 ! A»H-i ' ^ ^ 

d**^ {x — Xq\..(x -XQ-'nh) ^. ^ 

Determinando ^[x^) in modo che 

f^ {x) — ^»» (a?) 

si annulli per x = x^ si ha ohe la equazione 

f^ {x) — ^»» (a?) = ^ 

avrà certamente n — m + 2 radici di cui una è 
0?' e le altre n — w + 1 sono comprese fra 

^01 ^o + nh. 
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^-■■'' ^-■ 1,11 ■■■ . Il ■ ■■■■■» iMIIMi.p II 

Qaindì, per il teorema di RoUe ripetutamente 
applicato vi sarà certamente fra il minimo e il 
massimo dei tre numeri a?o, O0q + n h^ x' almeno 
un punto in cui la derivata (n — m-i- lY^^ di tale 
espressione si annulla. 

Ora tale derivata di ordine n — m I 1 è 

dunque abbiamo 

e perciò esprimendo che 
I jT»» ix') — 4>»» (^'J = 

e mutando poi x' in x si ha la formola 

. Jl. (x--V...(x-a;.,-(n-l)fe) 

(£'» (re — a !|)...(a7 —Xp — nh) ,, - 
+ rf^ " «4 i! ^ ^'^• 

analoga a quella del paragrafo precedente. 

È importante trovare la formola della derivata 
prima nel punto speciale a? = ^o. 
. Invece di ricavarla dalla formola qui trovata la 
ricaviamo assai facilmente dalla formola conte- 
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nata nel paragrafo precedente, trasportando in 
essa /'(^o) a1 primo membro, poi dividendo per 

e infine facendo convergere oo ad Xq, Si ha allora 
^ ^ •^"^ l.h 2.A2 "^ 3. A» •••"*■ 

Se l'ultimo termine del secondo membro tende 
a zero per n == oo, allora simbolicamente il se- 
condo membro, e quindi il valore di f (^o) potrà 
scriversi 



log(l + -^jr(a?o) 



intendendo che nello sviluppo le potenze di J deb- 
bano rappresentare ordini di differenze. 
. Per l'argomento di questo, paragrafo si può ve- 
dere fra gli altri: 

TissERAND, Sur un point du calcul des diffe- 
rences. Comptes Rendus. Voi. LXX, pag. 678 
(1870;. 
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§ 9. La differenza w*"« della funzione in un 
punto qualunque, espressa mediante le de- 
rivate della funzione stessa nel punto 
iniziale. 

In modo simile possiamo procedere per la ri- 
cerca della differenza w*^* espressa mediante le 
derivate della funzione. 

Consideriamo la funzione 

w W - f w + i:^ f {X.; + . . . + 

ni n -r il 

dove co (od') sia un'espressione ancora indetermi- 
nata dipendente oltre che da oTq^ anche da un altro 
punto x\ 

Assegnata la quantità h come differenza co* 
stante dei valori della variabile indipendente .r, 
possiamo calcolare la differenza m***^ del polino- 
mio W (x) nel punto x = x\ e determinare w {ce') 
in modo che 

sia zero. Tediamo come resta allora definito <*> [x]. 
Indicando con Vipo) la funzione 

r{a)) = f(a))-W{x) 
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si ha intanto, applicando un risultato contenuto 
alla fine del § 7, che 

^'^ r{x') 
potrà esprimersi colla forniu 

dove S è un punto compreso fra oo' e x' + mh; 
cioè 

^m f (^') __ A'» V (a?') = h^ [f(^) [D — *'(«) {l ]. 
Ma 

, (; - .ToV»-"" .. . , (g--a?o)>^->^-i-i , 
_| jT'Ha'o) H , ,, oj a?0 



e ' 

f„, (5) = /^- (a^o) + ^^^ r-+i (ro) + . . . 4- 

n — mi n — w-h1! 

dove n rappresenta un punto compreso fra Xq e S, 
quindi 

n — m + 1! 
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e 86 questa espressione deve essere zero, si ha 

colla qual forinola resta calcolata la quantità o (x'\ 
tale che le differenze m*"^ dì f e W nel punto x' 
sieno eguali. 
Sostituendo questo yalore nella f or mola 

e ponendo poi .^ in luogo di a?', il che non può 
più generare confusione, resta (tenendo conto che 
le differenze m*"* dei primi in termini di V sono 
zero) 



\m (co — af^)m 

mi 



»"f(«>=--^r,-^^^/'"W + --- + 



ni W -H 1 ! 

dove >j è un numero compreso fra il minimo e il 
massimo dei tre numeri 

XQ^x^x + mh. 

Questa è la formola che volevamo cercare, e che 
ha un'intima relazione d'analogia con quella del 
paragrafo precedente. 
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§ 10. Applicazioni varie belle fobmole 
pbbcedenti. differenze di o'* . 

Consideriamo le w*"* potenze dei numeri natu- 
rali; e formiamone le diflferenze sucoessiye rela- 
tive al primo elemento 0** . 

Tali differenze godono di proprietà speciali che 
passeremo ora ad esaminare. 

Dimostriamo prima la seguente formola 

In effetti da una formola del § 3 si ha 
\m Qn z^tn** — (m)i m — \Y f ...-+- 

Mutando m in m — 1 e sommando la formola ot- 
tenuta colla precedente si ha 

^w Qn _|, ^m—ì Qn ^^ 

m« — (m)i (m ~ 1)'* + . . . + (~ l)«-i Ow),«-i 1" + 

+ (m - 1)'»-. .. + (~ 1)«»-2(W - l)m-2 l»» - 

m''-{OT- l)i (iw — !)" + (♦» - l)2(w - 2)»» — . . . + 

Moltiplicando il secondo membro per m si ha 

^u+i — [fn\ (m ~ l)'»+i -h (m)2 (m — 2)'*+i — .. . -t- 

+ (~ l)*'-i (m)m-i l'^+i 
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che, per la stessa forinola sopra citata, è eguale a 

resta con ciò dimostrata la formola sopraindicata. 
Si sa che in generale A*^ x**^ = m ! donde 

Di qui abbiamo la formola 
m ! = m^ — (m)i (w — 1]^ + [m)<^ [m — 2)^ — . . . + 

Le differenze di 0^ che abbiamo considerate sono 
quelle calcolate nell'ipotesi che la differenza fra 
i valori successivi della variabile indipendente sia 
costante ed eguale ad 1. Supponiamo invece che 
tali differenze sieno costanti ed eguali ad h. 

Allora indicando con A»» (0 . hY le differenze 
corrispondenti, si ha 

giacche tutti i termini che compongono le varie 
differenze restano moltiplicati per %'* . 

L'ultima formola del paragrafo precedente fa- 
cendovi x=^ otq (il che equivale a calcolare la dif- 
ferenza della funzione nel punto Xq\ e osservando 
che ivi le differenze sì suppongono di base ^, dà 
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per risultato 

^'" fM = h^'' T-f^ (iPo) + . . . + 

mi 

tir • fif "• X • 

dove v) è un numero compreso fra 

Xq e Xq-^ nh, 

e le J^^Qpbì suppongono di base 1. 

Questa formola esprime la differenza m*"« di 
una funzione in un punto mediante le derivate nel 
medesimo punto. 

Possiamo ora stabilire una formola notevole per 
l'espressione di 

Aw 0*» (w > m). 

Sappiamo che 

Intanto applicando la precedente formola per 

Xq = x si ha 

.- A»» 4- ... H —A»» e* + 

m\ ni J 

J fen+1 ^+6«7, 

n + 1! 
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ponendo il numero >) sotto la forma x + 9 w A, ed 
essendo compreso fra e 1. 

Sostituendo al primo membro il suo valore, sop- 
primendo il fattore comune «^, e ponendo x in 
luogo di h si ha 

(^ — l)»* = — 0?»» + ... 4- — X» -r 

w! ni 

n -h 1 ! 
Intanto 

Paragonando dunque il coefficiente di x^ al 
primo e secondo membro abbiamo 

dkmQn l 



n! ri!r2!...rm! 

dove ri r^ . . . rm sono m numeri positivi tali che 
la loro somma sia eguale ad n, ed il sommatorie 
si estende a tutte le possibili combinazioni di tali 
numeri. 

Per riconoscere che il secondo membro ha ef- 
fettivamente la forma indicata, si consideri la po- 
tenza m*"* di 



[x + 2| + ...] 
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come il prodotto dì m fattori eguali, e allora per 
avere un termine in 5*, bisognerà moltiplicare 
un termine del primo fattore, per uno del secondo 
e cosi di seguito, e la somma degli esponenti di 
X in questi termini scelti deve sempre essere 
eguale ad n. 



§ 11. I NUMERI BERNOULLIANI 
ESPRESSI MEDIANTE LE DIFFJIRENZE DI 0^. 

I numeri di Bernoulli sono i coefficienti dello 
sviluppo in serie della funzione 

w e* 
^ - 1. 

Propriamente ponendo tale sviluppo in serie 
sotto la forma 

^ 2^^ 1.2 1.2.3.4"^--* 

i numeri B^B^. .• si chiamano i numeri Bernoul- 
b'ani. La funzione soprascritta si chiama perciò la 
funzione generatrice dei numeri di Bernoulli^ ed 
è facile vedere che in essa i termini in sfia:^ . ,, 
sono zero. 

Dividendo numeratore e denominatore di quella 
funzione per ^ si ha 

X 

1— «-« 
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e mutando ^ in — a?, si vede che lo sviluppo di 

X 

e*~ 1 
I sarà similmente 

= 1 ^X -^ TT. 7-. h . . . 



«* — 1 2 2! 4! 

Per le relazioni fra le funzioni esponenziali e le 
trigonometriche si potrebbe mostrare che i coeflS- 
cienti dello sviluppo in serie della tangente sì pos- 
sono semplicemente esprimere mediante i numeri 
di BemouUi. 

Propriamente si trova 

• 00 ^2w - 1 

tg a? = 2 p2w 



1 '^"2^ — 1! 



dove 



22m(22m^l) 

2m 



rappresentando le B i numeri di BemouUi. (Vedi 
Pascal, Determinanti. Milano. 1896, pag. 176.) 

Possiamo esprimere tali numeri mediante le dif- 
ferenze di 0** nel seguente modo. (Boolb, Finite 
diff. London. 1860, pag. 82-83.) 

Poniamo 

e'' — l=t 

PJlBOAL. 16 
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donde 



x = ìog{l+t) = 

X log (1+0 



e^ — 1 t 

t i* fi 

= 1 — -4-- — 4- 

2 3 4 ^•" 

, e^ — 1 , (e* — D" ((9*-i;3 
= 1 — 1 -H ... 



Intanto nel paragrafo precedente abbiamo già 
trovato 

mi m H- 1! 

dunque sostituendo si ha per coefficiente di x**' 
nello sviluppo totale di — — — la espressione 

1 r 1 1 (— lì"* 1 

mll 2 3 m + l J 

Paragonando allora coir altro sviluppo avanti 
ottenuto si ha che questa espressione è eguale a 



?-i 



r-lP^ B. 



m 



m essendo sempre un numero pari. 

Così i numeri bernoulliani restano espressi colla 
formola desiderata. 
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I numeri bemoaìlliani hanno i seguenti valori: 

^10 = 



Bi 


1 
6 


B,- 


1 
30 


Be- 


1 
42 


Bs- 


1 



66 

__^ 691 
'* ~ 2730 

7 



B.t = 



B.,= 



'' 6 
3617 



Bm = 



'16 



510 



Per le tavole di tali numeri si possono vedere 
i seguenti lavori: 

M. OhHM, Creile. Voi. XX, pag. 11; 

(Jlaishee, Trans, of Cambridge. Voi. XII, 1, 
pag. 384 (1873); 

Adams, Tables of the values of the first sixty 
two numbers of Bernoulli. (Creile. Voi. LXXXV 
(1878), pag. 269.) 
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§12. Funzioni intbbpolaei. 

FOBMOLA DI AmPÈBE. 

Le funzioni interpolari sono definite nel seguente 
modo: 
Poniamo 



fix^os^x^)^ 



a?2 - Xi 



Le espressioni 

si chiamano funzioni interpolari rispett. di 1.°, 2.®,... 
ordine. 

La prima proprietà che si può dimostrare ri- 
guardo a tali funzioni è la seguente: Esse sono 
simmetriche rispetto a tutte le variabili che con- 
tengono. 

Per le funzioni interpolari di l."^ ordine la cosa 
è evidente ; scambiando fra loro Xo Xi^ si vede che 
A (^0 ^i) i^^sta inalterata. 

Per dimostrare la cosa in generale dimostriamo 
uaa formola cosiddetta di Ampère che dà la tra- 
sformazione di una funzione interpolare. 
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È evidente che si ha identicamente 

Similmente la funzione interpolare di 2.® ordine 
può scriversi 

^ì — ^2 ^2 ^1 

"T ti: rvTT r + 



(rci — X2) (^0 — ^1) (^1 — ^2) '!^i — ^0) 



{X2 — X{) (a-Q — X2) (X2 — ^1) (iTg — Xq) 



+ 



(a?o - i»i) (xq — ^2) (a?! — Xq) {xi — rPg) 
(a?2 — rro) (a^s — ii^i) 



la quale ultima espressione mostra che /^ (^0 ^1 ^2^ 
è simmetrica in XqX^x^- 

Dimostreremo che in generale ogni funzione in- 
terpolare può trasformarsi con una formola ana- 
loga a quella ora scritta. (Ampère, Ann, de Oer- 
gonne. Voi. XVI, pag. 329 (1826.) 

In effetti supponiamt» che 

/ n 1 (Xq X-^ X2 • . . Xn—l) 
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si possa trasformare in 



f(^n l) 

Allora 

- , . fn'ì(iFo.-.^n'2Xn'l)^fn'l{i^O:.Xfi^2T 
fn (^0 • • • ^«-1 ^W ) = — 

SÌ trasformerà in 

1 [ fio^ ^ 

Xn-i - a?,, l(a-o — rj ... ^0 — .7 «_2) («'o — ^»-i) 

+ fj^ +. 

+ 1__ f Afo)_ . 

+ . fS^ . I 

(^1 - ^o) • • • (^l — ^w-2) C^i — a^ ) 

, f^^) 1 

{Xn — 'T^)...(Xn Xn-2)\ ' 

« 

Intanto le due frazioni aventi per numeratore 
/*(a?o) si riducono a 



(a-Q— .'rj)...(j„— «n-aXa;»-! —<»«)( Xo—aOn-i ar^—Xt 
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cioè 

fM 

(Xq - a^i) ... {Wq — iTn-g) (a?o — -^t»-!) (^0 — ^« ) 

e similmeDte le altre dae frazioni aventi per nu- 
meratore f{Xi\ ovvero /"(^s)? ®cc. 

Si vede allora che fnsi esprime colla formola 
analoga a quella con cui si esprime fn-i ; cioè se 
la formola di Ampère vale per l' indice n — 1 
varrà per Tindice w; essendo essa valida per l'in- 
dice 1, sarà valida sempre. 

Si può ottenere una relazione rimarchevole fra 
tre funzioni interpolari del medesimo ordine. 
In effetti possiamo scrivere 

tn+l (XqXi X^ X^ ...) -= -; 

J/Q *^} 

fn (Xq XiX^...) — fn {Xq X^X^.. .) 

donde si ricava subito 

fn (^i^2^3 •••) (a?i — ^2) + fn ifO^OO^X^ ...)(^2— ^o) "^ 

+ fn (cOq a?i a?3 . . .) (to — ^1) =-- 0. 

Prima di proseguire in queste ricerche sulle fun- 
zioni interpolari diamo qualche cenno storico sulla 
loro teoria. 

Il primo che ne abbia fatto oggetto di una Me- 
moria speciale fu Ampère {Annales de Oergonne. 
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Voi. XVI, pag. 329, 1826). Dopo di Ampère se 
ne occupò il Cauchy {Comptes Rendus. Voi. XI, 
pag. 776, 835. 1840); indi Bellavitis (Ist Veneto, 
22 giugno 1856, 17 giugno 1860) e Genocchi (Ac- 
cad. Torino. Voi. XIII, pag. 716. 1878), il quald 
si occupò di esprimere le funzioni interpolari me- 
diante integrali multipli. 

Altri lavori sul medesimo argomento sono: 

Genocchi, Sopra una proprietà delle funzioni 
interpolari. Accad. di Torino. Voi. XVI, pag. 269 
(1881); 

ScHWABz, Démonstration élémentaire d'une prò- 
priété des fonctions interpolaires. Accad. di To- 
rino. Voi. XVII, pag. 740 (1882); 

Peano, Sulle funzioni interpolari. Accademia 
di Torino. Voi. XVIII, pag. 573 (1883^ 



§13. Relazioni eba le funzioni inte&polabi 
AD elementi equidistanti e le differenze, 

E FRA LE STESSE FUNZIONI INTEBPOLARI E LE 
DERIVATE. 

Supponiamo che le differenze fra i valori suc- 
cessivi della variabile a?, cioè le differenze fra i 
valori 

sieno costanti ed eguali ad h. 
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Si ha evidentemente 

= 2 AV2 (^0, iTQ + h.Xo f 2 A). 
Si può mostrare che in generale 

^•^ f (-^o) =■= nlh^fn (^oi i«?o + ^1 • • • '^0 ^ ^ 1^)' 

Iq effetti se questa formola sussiste sino alF in- 
dice n— 1, cioè se 

applicando ancora l'operazione A si ha 

= n — l!A**"U/«-i(^o ♦- ^, . . .^o + ^^)"~ 

— fn-l (iTo • • • ^0 "^ (w -" 1) *)]• 

Ma la differenza racchiusa in parentesi non è 
altro che il numeratore di una funzione interpo- 
lare di ordine w, il cui denominatore è la diffe- 
renza fra otq -}- nh^ e Tq, cioè n h ; dunque la dif- 
ferenza in parentesi è eguale a 

f« (a?o . . . iTo + n A) . w A ; 

donde si ha la formola richiesta. 

Stabilita tale formola è facile ricavarne la re- 
lazione fra le funzioni interpolari e le derivate 
del medesimo ordine. Basta perciò ricordare la 



250 § 14, — Bel. fra le funz. interp. e gli int 
relazione 

da noi già dimostrata nel § 7 e si conchiude 



fn (i»0) ^0 * A, . . . a?o + n A) = 



w! 



In un paragrafo seguente generalizzeremo que- ; 
sta formola al caso di una funzione interpolare 
qualunque. 



§ 14. Relazioni fra le funzioni interpolari 
qualunque e gli integrali. 

t 

Le formolo di questo paragrafo sono contenute 
nella prima delle citate note di Genocchi. 
Formando l'integrale 



1 



si ha 



/ 





-^^\nx,^(x,-x,)t)\ 



cioè 



f{x{) - f (g-o) 

OCy Xt, 
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Abbiamo così che la prima funzione interpolare 
si esprime colla formola 

A (^0^0 = I f {oOq + (^1 — a?o) t) d t 



Analogamente 

^ l ^f J ^2 — ^1 





In generale 



X /*<»»)( ^0 + (^1 — ^0^ ^1 + (^2 — ^l) ^ ^2 + . . • + 

~|~ \^n — Xn — l} ti 12 • » ' tn ìCt t\ • . , U tn * 

Si possono dare integrali di forma diversa da 
questi, ma che rappresentino le medesime funzioni 
interpolari ; ma su questo si può vedere la citata 
nota di Genocchi. 
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§ 15. POEMOLA GENERALE DI NeWTON DI GaUSS. 

Relazione fra le funzioni interpolari qua- 
lunque E LE DERIVATE. LlMITE DI UNA FUN- 
ZIONE INTERPOLARE QUANDO TUT^JDT GLI ELE- 
MENTI COINCIDONO. 

Nel § 7 abbiamo trovato la cosiddetta forinola 
di JJTewton, nella quale si suppongano equidistanti 
i valori della variabile indipendente, cioè i va- 
lori XqXiX2* .. 

Ora vogliamo trovare una formola più generale 
nella quale tali elementi si suppongono qualunque, 
e che si riduca in particolare a quella trovata al 
§ 7 quando gli elementi si suppongono equidi- 
stanti. Le espressioni mediante cui possiamo sta- 
bilire una siffatta formola sono appunto le fun- 
zioni interpolari. 

Osserviamo che 

A K 00) = fi {a^o x^) + (a? - a?i) f^ (x^ a>i x) 

fn~-\ {OOq a?i . . . Xn-'2 X) = fn-l [x^ CCi , . . X„^2 fl?n-l) + 

+ {x - .rn-1 fn (^0 ^i • • • ^«-1 ^) 
fn (a?o ^1 . . . ^«-1 ^) = fn C^o ^1 . . . ^n-1 '^n ) + 

+ (X — .Vn ) /n+1 (^0 «"i . . . ^« ^) 
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e quindi, moltiplicando la seconda di queste rela- 
zioni per {x — a'o), la terza per (x — x^) (p^ — ^iji 
e così di seguito, indi sommando, e riducendo, ot- 
teniamo 

\x) = f(xo) + (a? — iC^) fi K flq) + 

+ (^ — a?o) (07 — a?i) fz (^0 ^1 a?2) + . . . + 

+ {X — O-q).. .{X - .X'«~i) fn (a?o OCi... ^n-1 ^'n ) + 
+ (W — Or^)... (x — X„ ) fn+1 (oTq ^1 . . . a?« 00). 



Esaminiamo come si può trasformare T ultimo 
termine; per ciò fare occorre trovare l'espressione 
di una funzione interpolare a elementi no^i equi- 
distanti mediante le derivate della funzione; una 
formola cioè che risulta come estensione di quella 
da noi già trovata in uu paragrafo precedente, 
ma per il caso particolare degli elementi equi- 
distanti. 

Consideriamo la funzione formata coi soli primi 
n -r 1 termini della formola superiore ; essa è un 
polinomio di grado w in a? che chiameremo <p {x\ 
È facile vedere che 

è una funzione che si annulla per 

X'^Xq^ X==Xi> , . X^^Xn; 

ciò potrebbe vedersi dalla stessa formola di sopra, 
osservando che 

f{x)—^{x)=={X-'a}o)...iX—Xn)fn+l(roX^...XnX) 
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e che 

non diventa infinita per 

X = a?o, ovvero x ^^oti. , ,; 

però si può evitare la considerazione del limite 
cui tende la funzione interpolare jfn+i quando due 
elementi diventano eguali, e ciò sì ottiene ope- 
rando come segue. 

Nello stesso modo col quale si è ottenuto la 
formola di sopra si possono ottenere le altre 

f (^2) ==- f (-^o) + C^2 — ^0) fi (^0 ^1) + 

+ (^2 — ^0) (^2 - ^1) /2 ^0 ^1 ^2) 



Ora la 9 {x) per x = Xq^ x = a?i, ar =: ar^, . . . di- 
venta appunto le quantità rappresentate dai se- 
condi membri di queste equazioni, dunque f — <p 
diventa zero. 

Ciò stabilito, colla successiva applicazione del 
teorema di KoUe, cioè collo stesso procedimento 
adoperato varie volte nei paragrafi precedenti, si 
ricava che esisterà certamente un punto l nel 
massimo intervallo limitato dai punti a^o , . . Xn , 
per il quale la derivata n*^ di /* — - <p è zero : ma 
la derivata n^^^ di a> è 

ni fn(XQ...a)n)\ 
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dunque 

/•(«)($)- w!/n(a;o...^n) = 

donde si ha che la funzione interpolare generale 
fn resta espressa dalla formola 

/« (a?o ... a7« ) = ^ /•(>») (5). 

Da questa formola risulta che la funzione in- 
terpolare 

è eguale similmente a 



w + 1 ! 



dove 5 è un valore compreso fra il minimo e il 
massimo dei valori (Tq ^i • • • ^« ^^ e quindi, sosti- 
tuendo, si ha la formola generale di Newton, (che 
suol chiamarsi anche formola di Gauss) 

f[x) = f{cc^) + (a? - X^) A (^0 ^\) + 

+ {CD- a'o' {X — X{) f^{X^CD^ iTg) + . . . + 

, (r — Xq) (x ìTij , , ,{x Xn) yf 4tj_t s\ 

Se gli intervalli x^Xx^ XiX%.., si suppongono 
tutti eguali ad h allora le funzioni interpolari di- 
ventano le differenze successive di f(xQ) (V. § 13) 
e da questa formola si passa a quella del § 7. 
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Se invece i punti XqXi. . .Xn si riuniscono tatti 
nel punto Xq^ allora anche l vi coinciderà e da 
una formola sopra dimostrata risalta che la fun- 
zione interpolare diventa eguale a 

à f'"' K) ; 

e quindi si giunge allora alla formola di Taylor. 



§ 16. InTBBPOL AZIONE. POBMOLA DI LaGBANGB. 

Una delle formolo fondamentali del calcolo dif- 
ferenziale è la [cosiddetta formola di Taylor, per 
mezzo della quale assegnati i valori delle derivate 
di una funzione in un punto si può, sotto certe 
condizioni, costruire la funzione stessa. 

I primi n -f 1 termini della formola che si ot- 
tiene costituiscono un polinomio di grado n, e il 
problema si riduce a determinare sotto che forma, 
per un certo a?, può porsi la differenza fra la fun- 
zione data e tal polinomio (che potrebbe chia- 
marsi il polinomio di Taylor); dallo studio di tal 
differenza ne risulta poi la possibilità o meno dello 
sviluppo della funzione in una serie indefinita. Si 
può osservare che il polinomio di Taylor ha le 
sue derivate sino all'ordine n, nel punto iniziale, 
rispettivamente eguali a quelle della funzione data. 

II problema d'interpolazione si può intendere 
come un'estensione di quello di Taylor. 
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Supponiamo assegnati i valori della funzione in 
un numero indefinito di punti; come si potrà de* 
terminare la funzione? 

Incominciamo col supporre » + 1 il numero dei 
punti; allora si potrà costruire in modo unico un 
polinomio di grado n che abbia nei dati punti 
gli assegnati valori. 

Tal polinomio lo chiameremo il polinomio di 
interpolazione, 

II problema che possiamo proporci à il seguente : 
come può esprynersi la differenza fra la funzione 
data e il polinomio d'interpolazione? 

Si presenta quindi la quistione di esprimere la 
funzione mediante il polinomio d'interpolazione 
di grado n, e un altro termine che chiameremo 
Besto e la cui natura è legata colla natura della 
funzione data. 

La formola di Newton, sviluppata nel paragrafo 
precedente, risolve questo problema, ed è perciò 
che i varii coefficienti che in essa figurano sono 
stati chiamati funzioni interpolari. Nella formola 
di Newton il polinomio d'interpolazione ha una 
forma ben determinata. 

Ora benché tal polinomio d'interpolazione sia 
unicamente determinato, asseg;nati che sieno i va- 
lori della funzione in w -h 1 punti, pure potrà es- 
sere, nei casi speciali, più opportuno dare ad esso 
una forma piuttosto che un'altra. E conveniente 
perciò far cenno di un'altra formola che si chiama 
formola d'interpolazione di Lagrange (Opere^ Vo- 
lumo VII) e che appunto non differisce da quella 
di Newton che per la diversa forma che si dà al 
polinomio d'interpolazione. 

Fasoàl. 17 



258 



§ 16. — Interpolazione. 



Essa potrebbe ricavarsi direttamente; ma m 
preferiremo di ricavarla dalla già nota formola 
Newton. 

Consideriamo il polinomio d'interpolazione coi 
compare nella formola di Newton; ad ogni fui 
zione interpolare sostituiamo il suo valore dai 
dalla formola di Ampère, e raccogliamo tutti 
termini contenenti f(pi^o\ ^^^tì quelli conteneni 
f{xi)9 ecc. 

Si ha 



a?o- ^1 



(Xq — X{) [Xq — x^) 



+ 



X ^Xq {x — x^[x — x^ 

i- — - i- :; — : -t- 



a?i — X, 







{xy — x^[xx — x^ 



+ 



[Xn -— iCo) . . • [Xn — iCn-l)J 



Il coeflSciente di f[x^ può ridursi ad avere pei 
denominatore la quantità 

(^0 ~~ ^i) (^0 — ^2) • • • (^0 ~" ^» )• 

Il numeratore deve essere allora un polinomio 
di grado n in x^ in cui il coefficiente della pii 
alta potenza di iz? è 1, e inoltre è facile vedei 
che per x = x^^ x = X2.* .x = Xn tal polioomi( 
deve annullarsi; giacche per tali valori il polinoj 
mio d'interpolazione di Newton, diventa rispetti] 
vamente f{xi) f{x<^,..f{xn\ e quindi nella foi 
mola precedente deve per tali valori sempre scorni 
parire il termine contenente f(x^. Il coefficienl 
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di f{xo) sarà dunque 

{X — Xi) ix—X^)...{00'-Xn) 



{Xq — Xi) {X^ — X^)...(Xo—Xn) ' 

Similmente si troverebbero i coefficienti di 

Il polinomio d'interpolazione si trasforma dunque 
in 

f^*f(^ .\ (d? — ^t) . . . (a? — Xi-^l) [X — COj+l) ... jX-'Xn) 
f==0 * {Xi —Xo^...{Xi-' Xi~l) [Xi — Xi+\) ...(Xi—Xn) ' 

Si ha cosi la formola di Lagrange 

essendo B il resto della formola, cui può darsi la 
stessa forma che gli abbiamo dato nel caso della 
formola di Newton. 

Il polinomio ^ può anche scriversi nel seguente 
modo. Poniamo 

? (x) = {x—Xq) {x —x{) ...{x —Xn ). 

Allora evidentemente il coefficiente di f{cci) 
sarà 

? [x) 1 



X — Xi ' ^'{Xi) ' 

Quindi la formola di Lagrange diventa 
' \ ' ,=09' (Xi) X - Xi 
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§ 17. Pboblema d' intebpolazione Piìr gene- 
EALB DI Hermite. Lettbbatuba sull'inter- 
polazione. 



Possiamo proporci un problema in certo senso 
più generale di quello del paragrafo precedente; 
nel problema della formola di Taylor noi suppo- 
niamo assegnati i valori delle prime n derivate 
della funzione nel punto Xq (essendo n un nu- 
mero che può poi crescere alP infinito), e invece 
nelle formolo di Newton e di Lagrange noi sup- 
poniamo assegnati i valori della funzione in n + 1 
punti. 

Il secondo caso si riduce al primo quando gli 
n+ 1 punti si suppongano infinitamente vicini. 

Ora possiamo proporci il problema di determinare 
una funzione quando sieno noti i valori di essa e 
delle sue prime Tq derivate in un punto Xq; poi i 
valori di essa e delle sue prime r^ derivate in un 
altro punto Wi e cosi di seguito, i valori di essa e 
delle sue prime rn derivate in un punto 0?». Que- 
sto problema è stato trattato da Hermite. {Creile» 
. Voi. LXXXIV, pag. 70.) 

Ooi dati del problema resta allora determinato 
un polinomio d'interpolazione di grado 

(ro + 1) + (ri + 1) + . . . + (rn + 1) = 
= ro -f rj + . . . + rti+ n + 1. 
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La quìstione si riduce a determinare la diffe- 
renza fra un tale polinomio e la funzione, cioè, 
al solito, a determinare la forma che può darsi al 
resto della formola d'interpolazione corrispondente 
a questo caso. 

L' Hermite esprime questo resto mediante un in- 
tegrale multiplo, il che ha relazione anche col 
fatto noto che una funzione interpolare può espri- 
mersi mediante un integrale multiplo, come noi 
abbiamo fatto vedere in un paragrafo precedente, 
seguendo ìina nota di Genocchi, originato appunto 
dal succitato lavoro di Hermite. 

E evidente che dovendo annullarsi per 00 = Xq 
non solo la differenza f — f (indicando con ^ il 
polinomio d'interpolazione), ma aiiche tutte le sue 
derivate sino all'ordine r©, il resto deve avere per 
fattore {x — a?o)**«+^ ; e così analogamente deve 
avere per fattore (00 — ^i)^>+i, ecc.; in tutto avrà 
per fattore 

{x — XoYo^^ {x — xiy^+^ ...{x — Xn )*«+i. 

Altri lavori sull'interpolazione, oltre quelli già 
citati sulle funzioni interpolarì, sono i seguenti: 

Gauss, Opere. Voi. HI; 

LAGBANaB, Opere. Voi. VII; 

Genocohi, Intorno ad alcune formole somma-' 
torte. Ann. di Tortolini. Voi. VI, pag. 78 (1855); 

TcHÉBYCHBFF, Acad, de St. Pétersbourg, 1859 ; 

Nell, Ueber Interpolation. Grunert Archiv. Vo- 
lume LXI, pag. 185 (1877) ; 

Genocchi, Comptes Bendus. Voi. LXXXVI, pa- 
gina 466 (1878); 
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Probenius, Ueber die Entwickelung^ etc. Creile. 
Voi LXXIH; 

Cazzaniga, Espressione di una funzione tra- 
scendente intera che prende valori dati in punti 
arbitrariamente dati. Annali di mat, t. X (1881); 

Meray, Observations^ sur la légitimité de l'in- 
terpolation. Ann. de TÉcole norm. 3.® Sèrie. Vo- 
lume I, pag. 165 (1884); 

FouRBT, Gomptes Rendus» Voi. XCIX, pag. 963, 
1011, 1062 (1884). 

In questi lavori l'Autore tratta di* formolo di 
interpolazione formate con funzioni trigonome- 
triche. 

Bendixson, Sur la formule de Lagrange^ etc. 
Comptes Rendus. Volume CI, pag. 1050 e 1129 
(1885) ; 

Teixeira, Nouv. Annales^ 3.^ Sèrie. Voi. IV, 
pag. 351; Creile. Voi. C, pag. 83; 

Enestrom, Note historigue sur une sèrie dont 
le terme generale est de la forme 

A [x — ai) . . . (ic — an). 

Comptes Rendus. Voi. CHI, pag. 523 (1886); 

Bendixson, Sur une extension alVinfini de la 
formule d'intérpolation de Gauss. Acta math. Vo- 
lume IX, pag. 1 (1886) ; 

Posse, Acad. de St. Pétersbourg^ 1886; 

Carvallo, Formules d'interpolation. Comptes 
Rendus. Voi. CVI, pag. 346 (1888); 

Pincherle, Sui sistemi ricorrenti, etc. Rendi- 
conti Lincei, t. V, fase. 1 e fase. 5 (1889); 

Diestel, Beitrdge zu der Interpolationsrechn, 
Diss. Gòttingen, 1890; 
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WuiLiOT, Bull, de Darboux (2). Yol. XIV, pa- 
gina 218; 

Laisant, Sur Vinterpolatìon successive. Société 
math. de Prance. Voi. XIX, pag. 44 e 121; 

Radau, Études sur les formules dHnterpolation, 
Paris, Gauthier-Villars, 1891; 

EcHOLS, On some forms of Lagrange^s interpo- 
lation formula. Annais of math. Voi. Vili, pa- 
gina 22 (1893); 

Netto, Zur Cauehy^schen Interpolationsaiif- 
gabe. Math. Ann. Voi. XLII, pag. 453 (1893). 

PiNCHEELE, SulV interpolazione. Accad. di Bo- 
logna, t. m (1893;; 

Maskcfe, Differenzenrech.^ capitolo I. Leipzig, 
1896 ; 



§ 18. FORMOLE APPEOSSIMATE DI QUADEATURE. 

POEMOLA DI SlMPSON. 

Come lo sviluppo in serie di Taylor di una fun- 
zione può servire a calcolare l'integrale definito ap- 
prossimato della funzione stessa, così più general- 
mente una formola generale d'interpolazione può 
servire allo stesso scopo. 

Tutta la quiatione si riduce ad esaminare qual'è 
il modo più opportuno per adattare conveniente- 
mente la formola d'interpolazione al calcolo ap- 
prossimato delle quadrature. 

Se noi partiamo dalla formola di Lagrange, e 
integriamo termine a termine, l' integrale del re- 
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sto è della forma 



f 



+ 1! 



/•(*»+!) (5) dar 



essendo 5 un punto intermedio fra i punti 

XqX^, ,.Xn ed X, 

Se la quantità (x — x^ ...{x — Xn) è sempre 
del medesimo segno per ogni x compresa nell'in- 
tervallo d'integrazione, allora per un teorema di 
calcolo integrale, l'espressione superiore sarà u- 
guale a 

n 

a 



—T-r I {X — Xq) . . .{X — Xn) d X 



essendo n un valore intermedio fra 

Xq • . • Xfi , d, 0, 

Supponiamo ora n = 2, e 

Xq = tt, 

a + b 

x^=^h. 

I tre primi termini della formola di Lagrange 
sono 
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+ n w-^ 7T (dJ - a) (x - 6) + 

U ~ 2JU~¥J 

Gli integrali definiti di questi tre termini sono 

a 

C^ 1 

a 

e quindi, tenendo conto solo dei primi tre termini 
della formola di Lagrange, si ha 

j f{x)dx = 



6 


a 


+ b 
2 


dove 






Rdx^ 


= 1 {''{x-a){ 


f 

X — 



) + AJ)j+J 



ò 

Rdx 



a 



a 
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La quantità che moltiplica f"'{ì)^ sotto il segno 
integrale, non ha segno fisso per ogni a? fra a e ò, 

perchè il binomio a) ^ per (V = a e x = b 

acquista segni contrarii. Non possiamo perciò ap- 
plicare il teorema pel quale /''' può trasportarsi 
fuori del segno dMntegrale. 

Però possiamo vedere che JS può porsi sotto 
un'altra forma più opportuna al caso nostro. 

Chiamiamo f (^) l'assieme tre primi termini della 
formola di Lagrange, e poniamo 

l^ (a?) = 9 (^) + £1 (a: - a) (a; - ^^) [x - h). 

Per ogni valore di ^ indipendente da cc^ si ha 
sempre 

fib) =«»(6). 
Scegliamo ^ in modo che sia anche 



rm--m 



Poniamo allora 



f i(v) = <t> (x) -i (x — a)lx — "!-^f{a:~b)T 
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essendo T una funzione finita di a?, ancora indeter- 
minata; il fattore di T mostra appunto che f—^ 

si annulla nei tre punti a, — r— i, e inoltre che 



la sua derivata si annulla in 



2 > 
a-\-b 



2 

Colla solita applicazione del teorema di RoUe, 
possiamo allora ricavare che per un punto ^, sarà 

dove ? è un punto compreso fra 

a + b , 
a, — g-, 6, X. 

Considerando che — — è certamente compreso 

fra a e J, possiamo più semplicemente dire che 
i è compreso fra a, b, x. 
Integrando, abbiamo dunque 

(^ jidco^Q ^ (x^a)(x — ^^^{x^b)dx + 



a a 



+^r^'^"^K''""^)'^'''*^^''^'^'^ 



(C 



dove però ora nel secondo integrale si può appli- 
care il principio generale indicato al principio di 
questo paragrafo, perchè la funzione che molti- 
plica f^^{l) non cambia di segno per un x com- 
presa fra a e h. 
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Essendo poi 1 posto x — = — — . t \ 

j (a; — a)(a; — ^^-^ j(a? — 6)rfa? = 



a 



(a - J)* f- 



16 

+1 



r < »' - 



l)dt = 



resta solo 

j'sdx^ L^^' f^y (») J"* tHfi-l)dt = 

a ' +1 

essendo >) un valore compreso fra a e b. 

Questa espressione del Resto tende a zero con a 
tendente a b; vediamo se possiamo ottenere una 
forma approssimata di quadratura, dividendo T in- 
tegrale totale in tanti integrali parziali e appli- 
cando a ciascuno di essi la formola superiore. 

Dividiamo l'intervallo d'integrazione b — a in w 
parti eguali, ciascuno di ampiezza 

b — a 
n 

Poniamo 

"+-«- o+(«-l)-- 
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Applicando a ciascuno di questi la formola su- 
periore si ha 

• •••••••■••••••>••••••••••••••••*• 

Aa*(n-l)^^] + ifL*{2n-l}^^yf:b}UB' 

La legge di formazione degli argomenti conte- 
nuti sotto il simbolo f nella parentesi, è chiara; 

essi SI accrescono successivamente di —^ — : la 

2n 

legge dei coefficienti è anche semplice; meno il 

primo e l'ultimo, che sono eguali ad 1, gli altri 

sono alternativamente 4 e 2. 

Il resto B' ha la forma 

dove Y]^ 7)2. . . sono valori contenuti negli intervalli 
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parziali. Ammettendo ohe f *^ è sempre una fun- 
zione finita e continua, la espressione 

P"" M + f" (712) > > » 
n 

avrà un valore compreso fra il massimo e il mi- 
nimo del valore di f^ in tutto l'intervallo, e quindi 
vi sarà un punto ?] fra a e i in cui 

fiy {■,) = /'^^(^i) + /'^M^8) + -- ^ 
Onde il resto prende la forma 

^ 15 8.4! w^ ' ^^^' 

Come si vede B^ diminuisce nella ragione di 

— ' quindi per n abbastanza grande si può ren- 

n* 

dere B' minore di qualunque quantità assegnabile, 
G nella formola soprascritta si ottiene allora una 
formola approssimata di quadratura. Questa for- 
mola si chiama la formola di Simpson. 

Per la letteratura sulla formola di Simpson si 
può vedere il § 20. 
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§ 19. POBMOLA DI CoTES. 

Integriamo termine a termine la formola di 
Lagrange. 
Si ha 

a a a 

essendo 

? (a?) = (a; — a?o) (x — Xi) .,.{x — Xn ). 

Scegliamo 1 punti Xq Xi., . Xn nel seguente 
modo: 



a;2 = a + 2 



n 

b — a 
n 



b — a , 

Xn = a + n = b 

n 



e allora la espressione 

1 

Y{Xi ) 
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diventa 



(•'vlMv)M*-?)--(-'-v)(-'-^1-"(-:»-*vl 

W** 1 



(6 — a)** Un — il ' 

Indicando con 

(♦) 



h 

n 

i coefficienti 



h =— ly»-*- r-n-T-, Tri ^ ^ dx 



a 



si può vedere che tali coefficienti non dipendono 
più dai limiti a e è. In effetti poniamo 



6 — a . 

a; — a = i 

n 

dir= dt 

n 



e quell'integrale diventa 

(')_, . _, n>* 1__ 

n ""^ ^** * (i — a)^+i i\n-i\^ 



= {-l)n-i- -.,---., i"t(t-l)...^t-i*ì){t-i'ì)...{t-n)di 

Tv » % \ Ylf "^ • J 



X 







che non più dipende dai limiti a, b. 
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La forinola diventa allora 



f{cc)da) = {b-a)^ h fia-bi- — -\+R' 



e questa è la cosiddetta formola di Cotes, a cui 
si devono delle tabelle in cui sono calcolati i va- 
lori numerici dei coefficienti h per diversi vg,lori 
degli indici nei. 
Per esempio 



h^{o)=hs^2)=.±.^ h^il)^ 



1^ , ,.. 2 
6' 



;ì,(o) _ A^(3) _ |, h^ii)==k^i2^=^ 



§ 20. Formola di quadratuba di Gauss. 

Passiamo ora a trattare della ingegnosa for- 
mola di quadratura data da Gauss. {Opere. Vo- 
lume III.) 

Lo scopo di tale formola è il seguente ; fare in 
modo che la formola che si ottiene sia esatta se 
fios) è una funzione intera di un grado più alto 
che quello che sarebbe immediatamente determi- 
nato dal numero dei punti in cui si suppongono 

Pascal. 18 
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assegnati i valori di f; propriamente si ottiene 
una formola che è esatta se fé una funzione intera 
di grado non maggiore di 2 w + 1, se al solito n + ì 
(cioè XQXi...Xn) sono i punti in cui si suppon- 
gono assegnati i valori di f. 

In questa maniera, nel calcolo dell'integrale di 
una funzione qualunque, non intera, ma che non 
diventa naturalmente infinita fra i limiti d' inte- 
grazione, si riesce ad avere un'approssimazione 
maggiore che coi metodi precedenti. 

La formola di Gauss si ottiene scegliendo in 
modo opportuno i punti oo^Xi. . ,Xn in cui si sup- 
pongono noti i valori dèlia funzione. 

Anche qui partiamo dalla formola di Lagrange 
e poniamo 

J ' ^ ' ♦=0 9 {Xi) J X-^Xi 



a 



Tutta la quistione si ridurrà a scegliere in modo 
Opportuno i punti Xi, ovvero il polinomio 

9 {x) = (a? — Xq) {x — a?i) (a? — 0^2) • • • (^ — ^»). 
Poniamo 



r 



Un tale polinomio di grado n + 1, si suol chia^ 
mare una funzione di Legendre : i numeri XQ.,.Xn\ 
sono allora le radici di una funzione di Legend] 
di grado n + 1; 



WT- 
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Se f{x)h\m polinomio di grado w, nella" for- 
mola superiore jB' = 0, e la forinola di quadra- 
tura resta una formola esatta. 

Mostriamo che scegliendo le cOi come le radici 
del polinomio di Legendre, la formola è esatta 
anche per un polinomio di 'grado 2n + l^ cioè 
anche per tal polinomio è -B' = 0. 

Sia v|; (a?) un qualunque polinomio di grado 
n + 1 (o inferiore ad n + 1), e formiamo il poli- 
nomio fico) ^(a?) di grado 2n+l [(o 'inferiore a 
2n+l). 

Se scegliamo, oltre i già fissati punti ^o • • • ^n, 
altri n + 1 punti Xn+i . . . ^2m+i, noi possiamo scri- 
vere la formola esatta 

a a 

dove 

^ (a?) = 9 (o?) (a; — a;n+i)(a?— a:«+2) ... (^ — a?2n+i)= 

= (p (a?) tì {oo). 

Ora faremo vedere che in questa formola 

1. Tutti i termini corrispondenti ad 

i^=*n + 1^ n + 2, ...2n + l 

ai annullano. 

2. La funzione ^ può essere surrogata dalla 
funzione 7. 

Dimostrate che avremo queste due proprietà, 
risulterà che dalla formola scompare ogni traccia 



■ 




/ 
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degli elementi indeterminati 

e si ha una formola che dipende unicamente dagli 
elementi XqXi... OTn. 
In quanto ai termini corrispondenti ad 

i =• n + A, (i == 1, 2, . . . n -f 1) 

è facile vedere che essi sono zero. 
Perchè essi contengono per fattore l'integrale 

b 



a 

Ordinando il polinomio 

{00 — Xn+l) ... (a? — a?n+»-l) (X — Xn+k+l) . . . (.T — Xft^^ 

secondo le potenze di rr, questo integrale si scinde 
in tanti altri ognuno della forma 

J ^ia))a^dx (fe = 0, 1, 2,...) 

a 

Questo integrale, integrato per parti, dà 

a * a 

e, tenendo conto della forma speciale di 9, e quindi 
che 
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che si anauUa per a? = a e per a? = 6 (perchè ese- 
guendo la derivata n***^ sul prodotto 

{X - aKi (a? — b»+\ 

il risultato conterrà certamente per fattore 

(X - a) (x - b)\ 

si ha, riducendo 



a 



= - ;» f a;*-i /^ [(« — a)«+i (a; — 6)»+»] <Z x. 
j a X 

^ Kiapplicando un'altra volta il medesimo proce- 
dimento, si ottiene T integrale 

a 

e così seguitando , si giunge infine a ( notando 
che hi^n) 

i- rrr {{x - a:«+i (x - ò)*»+il d 00 



che è eguale a 



/^* f^^ -«)""'' (^^-^^''-''^ 
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1 



che, per la solita ragione, è zero per x = a e per 
Concludiamo dunque che 



/ 



a 



<p (o?) a?* d a? = 0, h^n. 



Di qui ricaviamo piii generalmente: 

j ^{x)il{pc)dx = Q 



a 



dove ^{x) rappresenta una qualunque funzione 
intera di grado eguale o minore ad n. 

Kesta con ciò dimostrata la prima parte della 
tesi suindicata. 

In quanto alla seconda parte basterà mostrare 
che per i ^ n si ha sempre 



4>' (xi) J X - Xi 



a 

h 



^' {pei) j 



^^^^ dx. 



X — Xi 

a 



Ed in effetti osservando che 

^' {x) = 9 (x) Q' (x) + (p' (x) a (a?) 

donde per x = xi {% ^ n) si ha 



<&' i^xi) = f {Xi) Q {Xi\ 
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la precedente relazione diventa 

J X — Xi ^ 'J X — Xi 



a 



e perciò 



J a? — Xi 

a 

Ora essendo 

X — Xi 

una funzione intera di ^ di grado n, in forza del 
principio sopra dimostrato, V integrale superiore è 
effettiyamente zero. Con ciò resta dimostrata an- 
che la seconda parte della nostra tesi. 

Possiamo dunque affermare che la formola (di 
Gauss) 

J ' 1=0 9 {Xi) J X-Xi 

a a 

dove le Xi sono le radici di un polinomio di Le- 
gendre, à una formola esatta anche che f sia una 
funzione intera dj grado superiore ad n + 1« ma 
non maggiore di 2 n + l. 

Per ogni altra funzione, questa formola ha un 
grado d'approssimazione maggiore di altre formolo 
di quadrature, appunto in virtvii della proprietà in- 
dicata. 
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Per la letteratura suU' argomento del calcolo 
approssimato delle quadrature si può vedere : 

Gauss, Methodus nova integraìium valores per 
approximationem inveniendi. Opere, IH pag. 163, 
202; 

Jacobi, Ueber Gauss' neue Methode. Creile, 
Voi. I, pag. 301, (1826;; 

Cheistopfel, Creile, Voi. LV (1858), pag. 61 
e 82; 

TissEBAND, Sur IHnterpolation. Comptes Keudus. 
Voi. LXVIII, pag. noi (1869); * 

Steen, Zeuthen Tinskr. 3.* Ser. Voi. I, pagina 
90 (1870); 

Chbvilliet, Sur le degré d^exactitude de la for- 
mule de Simpson, Comptes Kendus. Voi. LXXVIII, 
pag. 1841 (1874); 

TcHEBisoHEFE, Sur Us quadratures. Journ. de 
Liouville. 2.® Sèrie. Volume XIX, pagina 19 
(1874); 

Chevilliet, Sur Verreur de la formule de Poh- 
celet relative à Vévaluations des aires, Comptes 
Rendus. Voi. LXXX, pag. 823 (1875); 

Paementier, SempUficàtion de la méthode de 
Simpson. Nouv. Ann. 2.® Sér. Voi. XV, pag. 241 
(1876); 

LiaowsKi, Grunert Archiv. Voi. LX, pag. 336 
(1877); 

Hall, Analyst. Voi. Ili, pag. 1 (1877); 

PujET, Comptes Rendus. Voi. LXXXIV, pagi- 
na 1071; 

Callandeeau, Sur la formule de Gauss. Com- 
ptes Kendus. Voi. tXXXIV, pag. 1225 (1877) ; 
Voi. XC, pag. 1067 (1880) ; 
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Radau, Liouville. 2.® Serie. Voi. VI, pag. 283 
(1880); Comptes Bendus^ Voi. XC, pag. 520; e pa- 
gina 913 (1880); 

Catalan, Nouv. corresp, math* Voi. VI, pagi- 
na 396; Mém. de Belgique. Voi. XLIII; 

AuausT, Grunert Archiv, Voi. LXVI, pag. 72 
(1880; ; 

Stieltjes, Comptes Rendus, Voi. XCVII, pa- 
gina 740; Voi. XCVIII, pag. 798; 

TcHBBiscHEFF, Mém. de St. Pétershourg, Vo- 
lume XLVII (1883) ; 

Posse, Bulletin de Darboux. 2.'^ Sor. Voi. VII, 
pag. 214; 

Stieltjes, Ann. de VEc. norm. 3.*^ Sér. Voi. I, 
pag. 409 (1884); Comptes Rendus. Voi. XCIX, 
pag. 850; 

Mansion, Soc. scient. Bruxelles. Voi. Vili, B., 
pagina 11 (1884); 

HooEVAE, Wiener Berichte. Voi. XC, pag. 908 
(1884); 

SoHELLBACH , Veber mechanische Quadratur. 
Berlin, Mayer und MùUer, 1884; 

Maekoff, Math. Ann. Voi. XXV, pagina 427 
(1885); 

Mansion, Acad. de Belgique. 1886 (3). Voi. XI, 
pag. 270; Comptes Rendus. Voi. CU, pag. 412; 
Voi. CIV, pag. 488; Mathesis. Voi. VII. 

Dbbutts, Bull. Belgique (3). Voi. XI, pag. 307; 
Soc. math. France. Voi. XIV, pag. 151 (1886); 

TcHEBisoHEFE. Mem. di Pietroburgo. Voi. LX, 
pag. 1; 

Mansion, Soc. scient. Bruxelles. Voi. XII A, 
pag. 63, Voi. XV A, pag. 57 ; 
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SojON, Mem. di Pietroburgo. VoL LXIX, pa- 
gina 1 (1892); 

Peano, Generalizzazione della forinola di Simjh 
son. Accad. di Torino. Voi. XXVII (1892\ 



§ 21. Calcolo inverso delle differenze. 

Generalità. 

Il problema del calcolo inverso delle differenze 
è l'analogo del problema del calcolo integrale; si 
voglia trovare una funzione F (jx) tale che le dif- 
ferenze di F in un punto x qualunque, quando si 
suppone fissata una quantità %, differenza costante 
fra i valori consecutivi della variabile indipendente, 
sia eguale al valore della funzione /"nel medesimo 
punto. Una tal funzione F si chiamerà V integrale 
indefinito alle differenze della funzione /*, e si 
indicherà col simbolo 

Fl,x) = 2 f{x\ 

il quale simbolo sarà giustificato di qui a poco da 
una proprietà fondamentale di F, 

Trovata che sia la funzione F^ se ad essa ag- 
giungiamo una costante à chiaro che la nuova fun* 
zione che si viene ad ottenere, soddisfa anche alla 
proprietà cui soddisfa Ff perchè per ogni punto x 
la differenza della costante è sempre zero. 

Ma più generalmente, è chiaro che si otterrà 
ancora un'altra funzione soddisfacente alla stessa 
proprietà cui soddisfa Fy se aggiungiamo ad I una 
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funzione la cui differenza, per incrementi A, sia 
zero, 0, come si dice, una funzione periodica, che 
acquista cioè valori eguali ogni volta che la varia- 
bile indipendente si accresce di h. 
Una funzione di tale specie è p. es. 

Ricaviamo quindi che il problema della deter< 
minazione di i'^ è a tutto rigore un problema in- 
determinato, però due funzioni che hanno la stessa 
proprietà di F non possono differire fra loro che 
per una funzione, di cui la differenza sia costante. 

Vediamo ora che cosa è l' integrale definito alle 
differenze. 

Consideriamo la somma dei valori di jT in w 
punti equidistanti fra loro per la quantità h; è 
facile vedere che tale somma si può esprimere 
subito mediante due valori della funzione F (in- 
tegrale indefinito). Giacche dalle relazioni 

F{a) + h)-F{x) = f{cc) 
F(ai'r2h) — F{x + h) = f{x-\-h) 

F[x-hnh)-F{x-^(n-\)h)^f{x Y(n-~\)h) 



m m 



Bi ricava 
F(oiì + nh) — F {x) = f[x) + f{,x + h) Jr . . . + 

Iia SQmmA del secondo membro si può indicare 
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col simbolo 



S f{x, 

X 



e per analogia si chiamerà V integrale definito alle 
differenze da x ad x -\- nh; dalla formola supe- 
riore si ricava allora che conosciuto V integrale in- 
definito cioè la funzione F^ per ricavare Vinte- 
graie definito da x = a ad x = b ^^ a + nh basta 
fare la differenza dei due valori di F per x==a 
e x = b, ^ chiaro che nel formare una tal diffe- 
renza, sparisce sempre ogni traccia di una qua- 
lunque altra funzione, di differenza zero, che in- 
sieme ad F, entra nella formazione dell'integrale 
indefinito. 

Se il limite superiore dell'integrale alle diffe- 
renze è l'infinito, si ha una serie. Supposto che 
questa sia convergente, per calcolarne il valore 
basterebbe conoscere l' integrale indefinito alle 
differenze corrispondenti al termine generale della 
serie stessa. E da questo punto di vista che l'in- 
tegrazione finita trova una grande applicazione 
nella teoria della serie. 

E evidente ancora che per siffatte integrazioni 
finite sussistono i teoremi elementari delle inte- 
grazioni ordinarie, cioè: 

L' integrale della somma algebrica di pia fun- 
zioni è eguale alla somma algebrica degli inte- 
grali delle funzioni stesse; 

L'integrale del prodotto di una costante per una 
funzione è eguale al prodotto della costante per 
V integrale della funzione. 
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§ 22. Integrazione per parti. 

« 

Vogliamo notare una formola simile a quella 
che sussiste nel calcolo integrale, e che porta lo 
stesso titolo di questo paragrafo* 

Sappiamo che 

A [cp (x) ^ [x)} == ? (a?) A ^ {x) + •{/ ^i» + A) A cp (ar). 

Di qui otteniamo 
2 ^ (rr) A ^ [ce) = cp (a?) ij^ (x) — 2 <j^ (/r + A) A cp {x) 

e definendo l' integrazione da a sino a 6 -— a + n A, 
si ha 

h h 

2 <p(aj) A^(a;)= ?(ft)i^ (J) -<p(a)'Ka) - 2: i];{a: ♦ A) A cp (a;). 
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Sappiamo che la differenza di una funzione in- 
tera di grado n, è una funzione intera di grado 
n — 1; di qui si ricava che l'integrale finito di 
una funzione intera di grado m sarà un'altra fun- 
zione intera di grado m + 1. 1 coefficienti di que- 
sta funzione intera si possono ricavare in modo 
facile ricercando delle formole di ricorrenza. 
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Sia 

f{x) = bo i- hx + b20C^ + . ^ . -^ bmX»^ 

e poniamo 

jF(a?) = Co 4- Ci x + Cg a:^ +■ . . . + cw+i ir»»+i. 

Allora formando la differenza di jP, e parago- 
nandone i coefficienti con quelli di f^ si hanno le 
formolo 

{m + l)iCmilh =hm 

(m + 1)2 Cm+l A* + (w)i Cm h. = fcm-1 

(m ♦ 1)3 Cm+1 A^ ♦ (w)2 Cm A* ♦ (W — 1 )i Cm-1 A = 6m-2 

di cui la legge dì formazione è evidente, e ohe 
possono servire a determinare le e. 
Supponiamo p. es. che 

f{x)^9^ 
cioè che 

le equazioni precedenti diventano (per A == 1) 

(W + 1)1 Cw+l = 1 

(m + 1)2 Cm+l + (w)i Cm = 

donde 

1 

W+ 1 



J 
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Cm = 


1 
2 


Cm—l = 


m 
12 

• • 



Di qui potrebbe trovarsi V espressione della 
somma delle m^^^ potenze dei primi n numeri na- 
turali, cioè 

2 x^ = a:»»+i — — a;»» -h — m x*»-^ - . . . 

w 4- 1 2 12 

ì e limitando l'integrale fra a? = e a? «= w + 1, il 
' primo membro diventa 

> e il secondo diventa 

1 1 1 

(n + l)'»+i - -^ (w + 1)»» h T^rnCw+l]»»-!-... 



t» + 1 ' ' 2 ' ^ 12 

Per w = 1, 2, 3, . . . si hanno le formole 

1 . o w(nH-l) 
1 +2 + ... -f n = ir — - 

l^ + 2' + ... + n»=^ ^-^Vo^l*' ^- 
13 ^ 2^ + . . . -h w^ = — ^^— 
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In riguardo a queste forinole è bene osservare 
che la somma dei cubi dei primi n numeri natu- 
rali è eguale al quadrato della somma dei nu- 
meri stessi. 

Su questo soggetto vedi: 

Glaisheb, Note on the formula^ etc. Messen- 
ger, 2." Ser. Voi. V, pag. 168 (1875); 

Seitz and Gander, The analyst. Voi. VI, pa- 
gina 58 (1879). In questo lavoro si dimostra che 

- ^a;9 = 4-(6s5-20s*+12s8-36*) 
1 5 



essendo 



n 

S-^^X 
1 



DosTOR, Grunert Archiv. Voi. LXIII, pag. 435, 
Voi. LXIV, pag. 310; Nouv. Annales. 2.* Serie, 
Voi. XVIII, pag. 459 e 513 (1879); 

CesIro, Idathesis. Voi. V, pag. 55 (1885); 

Appell, Sur les polinómes qui expriment la 
somme des puissances p^^ des premiers nomhres 
entiers. Nouv. Ann. (3). Voi. VI, pag. 312 (1887); 

DupoRCQ, Nouv. Ann. (3). Voi. IX, pag. 594 
(1889); 

Glaser, Hoppe Archiv. (2). Voi. XIII,^pagina 
106 (1894). 
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§ 24. Integrazicxe di altee funzioni. 
Se 

dove cp {or) è una funzione intera dì w — 1™^ grado, 
adoperando l'integrazione per parti, può trovarsi 
(Maekofp, Diif, pag. 103.) 



Di qui può trovarsi una formola per il calcolo 
della serie 
c^cp (5r) + c^+'* ? (a? f A) + c^+2A ^ (^ + 2 70 + . . . 

per c< 1. 
Ponendo 

e -= p (cos a + i sen «) p < 1 

e posto ^ ipc) == 1, si hanno le formolo (per p --- 1^\- 

a , 2W--1 

sen -^ + sen — - — a 

3OSa + C0s23t4-...+ C0s(w— 1)51= — 

2 sen -- 

a 2 W - 1 

COS -- — cos — - — oc 

« + sen2a + ... -|-sen(« - l)a:r= , 

2 sen 



2 

Pascal. 19 
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Per p<l, e passando al limite per w=»oc si ha 

11 .2 o . . 1 — p cos at 

1 + p cos a 4- p2 cos 2 a 4- . . . = —S -— - 

1 — 2 p cos a + p2 



p sen a 4- p* sen 2 a -f- . . . == 



p sena 



1 — 2 p cos a + p* 



Per r integrazione alle differenze di altre fun- 
zioni si possono vedere i seguenti lavori: 

Abel, Les fonctions trascendantes 2 -^, 2:—- ... 

or or 

Opere. Voi. II; 
Idem, Sommation de la sèrie 

Opere. Voi. II; 

Idem, L'intégrale finie ^(**) ^ (^), etc. Opere. 
Voi. Il; 

MiNDiNG, Etne Anwendung der Differenzenrech, 
Bull, de St. Pétersb. Voi. XXV (1879); 

Russell, On the calculus of finite differences. 
Messenger. 2.* Ser. Voi. XI, pag. 33; 

GuiCHARD, Ann, Éc, norm. (3). Voi. IV, pagi- 
na 361 (1887). 

Non vogliamo tralasciare di notare che per gli 
integrali alle differenze si potrebbe proporsi pro- 
blemi simili a quelli che il calcolo delle variazioni 
studia in riguardo agli integrali definiti ordinari. 

A ciò si riferiscono i due seguenti lavori, gio- 
vanili ed imperfetti, di Abel: 

Abel, Sur les max* et min, des intégrales aux 
différences. Opere (ediz. di Holmboe del 1839). 
Voi. Il, pag. 1; 
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AbeIì, Sur les conditions nécessaire pour qu^une 
fonction de plusieurs variables et de leurs diffé- 
rences soit une différence complète. Idem, pag. 9, 
di cui il secondo tratta un problema simile a 
quello trattato nel § 35 del Calcolo delle varia- 
zioni. 

Questi due lavori furono soppressi nella nuova 
edizione delle opere di Abel. 



§ 25. Differenza fea L'iNTEasALE definito 

OBDINABIO DI UNA FUNZIONE E L'INTEGRALE 
DEFINITO ALLE DIFFERENZE. PORMOLA DI EU- 
LERO. 



Supponiamo data una funzione f{x)^ e calcolia- 
mone r integrale definito fra due limiti a e J ; cal- 
coliamone poi ancora l'integrale alle differenze 
fra gli stessi limiti; viene spontanea la domanda 
come si può esprimere l'uno di questi integrali 
mediante l'altro? La formola che esprime uno di 
questi integrali mediante l' altro è la cosiddetta 
formola di Eulero. 

Partiamo dalla formola di Taylor applicata alla 
funzione 



f (x) d X. 



292 § 25. — Formala di Eulero. 



Si ha 



1 



j'"^''fix)da> = hfia)^^^'^f'(,a) + ~f"ia) + ... + , 



a 



a-{-h 



donde, sommando, si ha (supposto h=^a \ nh) 

J a Ala 



a 



Partiamo ora, anziché dalla funzione 

\f(Xjdx, 

dalle consecutive derivate cioè f{x\ f'(oc),.. 
Si ha allora 

[U b II» 6 

f'{x)\ =h^ f" ("Ò + ^l f" {x) + ... + R" 



• • 



E sommando queste relazioni, dopo averle mol* 
tiplicate rispettivamente per 

1, AH, Bh\ Ch\... 
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si ha 

{^ f{x)dx + Ah \f (x)X + B h^ \f {x)J 



a 



■4- 
a " 'a 



As/uo+A^lj^ + ^j^r^; 



+ 



+ /^^(^ + ~ + B^y^ix] + ... + (resto). 

Possiamo determinare i numeri, finora indeter- 
minati A, JB, . . . in modo che sieno zero tutti i 
coefficienti numerici del secondo membro, meno 
il primo; cioè che si abbiano le relazioni ricor- 
renti 



Allora resta la forniola (di Eulero) 
h^fix)- 1 f{a:)dx = 



a 
16 



= ^/J/*(a;) +£A4rw] +... + (resto) 



a ~ a 



in cui resta ancora a determinare i coefficienti 
Aj B^ . . • 
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Per determinarli poniamo f{x) = e^; allora 

b 




j 



e* d ^ = e*» — ' e« 



a 



b ^b __ga 

a e* — 1 



p w]' = [/*' (^)]' = [r (^)f = . . . = e^ - e« 



a " a 



e quindi resta, soppresso un fattore comune, 
h 



e^-ì 



-1+Ah + Bh^+Ch^ + ... 



Paragonando questo risultato, con quelli del 
§ 11 si vede che i numeri A^ jB, C . . non sono 
altro, salvo dei fattori costanti, che i cosiddetti 
numeri di BernouUi ; propriamente 



e inoltre 



A — 


1 
2 


B = 


_B, 
2! 


a~ 





D- 


B, 
4! 



essendo B^B^, , . i numeri di Bernoulli. 
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Le opere di Eulero che si riferiscono all'argo- 
mento di questo paragrafo e dei precedenti sono 
le seguenti: 

Methodus generalis summandi progressiones 
(Comm. Ac. Petropolit. Voi. VI, 1732-33). Inven- 
tio summaey etc. (Id. Voi. Vili). Methodus uni- 
versalis series summandi^ etc. (Id. Voi. VIII^ 

Vedi poi anche: 

Malmsten, Sur la formule^ etc. Acta Math. 
Voi. V, pag. 1 (1884); 

SoNiN, Ann, Éc. norm. (3). Voi. VI, pag. 257, 
Comptes Rendus. Voi. CVIII, pag. 725 (1889;. 



26. Equazioni alle differenze finite. 

Generalità. 



Il punto di partenza per lo studio delle equa- 
zioni alle differenze finite è lo stesso di quello 
relativo alle equazioni differenziali. 

Si supponga y funzione di a; e si abbia una re- 
lazione fra 07, y, e le differenze successive di y, 
cioè A j/, a2 y^ ^ A»»» y. Una tale relazione si chia- 
merà un'equazione alle differenze finite di ordine m. 

Possiamo presentare una siffatta equazione sotto 
una forma diversa. In effetti si sa che la diffe- 
renza Jc^^ di y può esprimersi linearmente me- 
diante i valori che la y riceve nei punti 

.r, X + h, X ■\-2h, , , ,x +k h. 
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Sostituendo tali espressioni, la equazione alle 
differenze di ordine m resta allora espressa come 
una relazione fra 

^y y {^\ y{op + h\,..y{x + mh). 

Viceversa da una siffatta relazione può subito pas- 
sarsi a quella sotto l'altra forma, perchè si sa che, 
viceversa, i valori che la funzione riceve nei punti 
indicati, possono esprimersi linearmente mediante 
le differenze successive della funzione nel punto or. 

In quanto alla genesi di un'equazione alle diffe- 
renze finite, possiamo immaginare un procedimento 
simile a quello [che si adopera per le equazioni 
differenziali. Si abbia una funzione y di a;, e se 
ne calcoli la differenza At/; se la funzione y con- 
tiene una costante arbitraria, o anche una funzione 
la cui differenza sia zero (vedi § 21), cioè una 
funzione periodica^ allora trsL y e ^p eliminando 
questa costante o questa funzione periodica si ha 
una equazione alle differenze di 1.® ordine. In modo 
simile si otterrebbe un'equazione di w'"^ ordine da 
una funzione contenente m funzioni periodiche. 

Questa funzione si chiama l' integrale generale 
dell'equazione di m^^ ordine. 

P. es. si abbia 

Per h = 1 le differenze, prima e seconda, sono: 
A yz=zca^ia - 1) +c'b^{b — l) 
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ed eliminando e, c\ si ha 

' y 1 1 

A?/ a — 1 6 — 1 
A2y (a — 1)2 (6-1)2 



= 



equazione alle differenze di 2.° ordine. 

Invece di operare in tal maniera si potrebbe 
anche procedere in altro modo, giovandosi della 
osservazione fatta sul principio di questo para- 
grafo. 

Si potrebbe cercare di ottenere non la relazione 
fra ir, y, A y, A' ?/, ma quella fra 

X, y (t) y [x + 1) y {x -Y 2), 

e che deve essere equivalente alla prima. 
Dalla relazione 



si ha 



y{x) ^ ca"^ + c'b^ 

y (.r + 1) = e a^+i + e' 6^+1 
y{x+2) = c a^+2 -|- e' 6-^+2 

donde, eliminando ce', si ha 

y {oc) 1 1 
y{x-\-l) a h =0. 
y(.cp + 2) a2 62 

È utile la seguente osservazione: alle volte la 
equazione alle differenze può apparire di ordine 
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— — — - - - - - ■ - . 

I 

superiore a quello cui può con una facile trasfor- 
mazione ridursi. 
Por esempio si abbia la seguente equazione 

che pare di 3.° ordine. Trasformiamola, come ab- 
biamo sopra indicato, in modo da farvi comparire 
i valori di y in quattro punti 

X, X + 1^ x+2, a? h 3; 

si ottiene 

Sy.{x+2) — y{x+3)=a; 

che, ponendo ^ — 2 in luogo di x, diventa 
Sy{x)--y{x+ì)-=X'-2. 

Si ha cioè un'equazione di 1.® ordine e non più 
di 3.0 



Posto 



si ha 



y(oc + ì) = ^y+7J 



2y — ^y = x — 2 



equazione che dovrà essere equivalente alla data. 
Bisogna infine osservare che naturalmente an- 
che qui occorrono come per le equazioni diffe- 
renziali, le distinzioni fra integrali generali e in- 
tegrali particolari^ intendendo per questi quelle 
soluzioni che si ricavano dall' integrale generale 
dando alle funzioni periodiche valori particolari. 
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§ 27. Equazioni lineari alle differenze. 



Una classe di equazioni alle differenze assai im- 
portante è quella cosiddetta delle equazioni lineari. 

La forma generale di una siffatta equazione è 
(per A =1) 

A . y{a) + m) + By {x+m - 1) + . . .-h My {cv) = N 

dove A^ B^ . . , M^ N sono delle funzioni di x. 

Gli ordinari teoremi del calcolo integrale rela- 
tivi alle equazioni differenziali lineari, si conser- 
vano inalterati anche per le equazioni lineari alle 
differenze, e se noi qui volessimo dimostrarli 
non avremmo che a ripetere, Qon lievi modifica- 
zioni, le considerazioni già sviluppate nel calcolo 
integrale. 

Ci limiteremo perciò ad enunciarli. Per la loro 
dimostrazione si può vedere il Gap. XI della più 
volte citata opera di Markoff (Differenzenrech,^ 
1896). 

Distinguiamo il caso in cui ^-=0 (equazione 
omogenea) da quello in cui ciò non si verifica 
(equazione completai 

1. Nel caso delV equazione omogenea^ se y^ è 
una soluzione particolare^ lo sarà anche C\ t/i dove 
Ci è funzione periodica. 

2. Nel medesimo caso, se y^ y^ sono due so- 
luzioni particolari, lo sarà anche Ci t/i + C2 y-Z' 
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3. La soluzione generale deW equazione omo- 
genea può sempre porsi sotto la forma 



ì 



y-=Cxyi + C2 J/2 + . . . + Cm ?/ 



m 



D = 



dove le e sono funzioni periodiche^ ViV^'^^Vm sono 
soluzioni particolari colla condizione che il deter- 
minante 

Vii^) y%ix) ... ym{x) 

Vi (^ + 1) J/2 (^ + 1) • • • Vm {X + 1) 



2/1 (^ 



+ m — I) y2(os+m = ì) ... ym {x + m — 1) 



sia diverso da zero. 

4. Se ad una soluzione particolare delVequa- 
zione completa si aggiunge la soluzione generale 
dell'equazione omogenea corrispondente^ si ha la 
soluzione generale dell'equazione completa. 

5. La risoluzione dell'equazione completa può 
ridursi [a meno di un"* integrazione finita) alla 
risoluzione dell'equazione omogenea corrispondente. 

Un integrale dell'equazione lineare si dirà in- 
tegrale distinto quando ha la proprietà che il suo 
rapporto con ogni altro integrale della stessa equa- 
zione tende a zero per a; = oo. (Yedi Pincheble, 
Delle funzioni ipergeometriche. Giornale di Batt. 
Voi. XXXII, § 13.) Un tale integrale particolare 
(se esiste) sarà certamente unico in forza della 
sua stessa definizione. Si può far vedere che per 
le equazioni di 2.^ ordine, condizione necessaria e 
sufficiente perchè V integrale 

^1 2/1 + ^2 J/2 
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(dove 1/2 1/2 s^wo i due integrali particolari fonda- 
mentali) sia un integrale distinto è che il rapporto 

2/2 

ammetta un limite per x = oo, (Pincheble, cit., 
§ 15.) 

Prima di terminare queste considerazioni gene- 
rali vogliamo notare che lo studio delle equazioni 
alle differenze, si rannoda con quello cosiddetto 
dei sistemi ricorrenti. Ed in effetti ogni equazione 
alle differenze, stabilendo una relazione fra i va- 
lori 

y{x\ vios + l), y{x + 2),,. 

di una medésima funzione y per valori successivi 
ed equidistanti della variabile indipendente, si può 
interpretare come una relazione ricorrente stabi- 
lita fra tali valori, per la quale, conosciuti i va- 
lori della funzione in certi punti, per es. nei punti 
0, 1, 2, . . . si possono ricavare i valori della fun- 
zione negli altri punti rappresentati da numeri in- 
teri. Quando V equazione alle differenze è lineare^ 
si ha un sistema ricorrente lineare di ordine eguale 
a quello deir equazione, 

E da questo punto di vista che alcuni autori 
hanno studiato le equazioni alle differenze; vedi 
per es. i lavori di Pincherle, già citati, e quelli 
altri dello stesso Autore, che citeremo alla fine 
del § 34. 
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§ 28. Equazioni lineabi di 1."* ordine. 

Sarà istruttivo il caso particolare in cui l'equa- 
zione lineare è di 1-^ ordine. 
La sua forma generale è 

y{x^\)-Py(x)=^Q. 

Foniamo (come si fa nel corrispondente caso 
delle equazioni differenziali) 

y{x) = u {x) V (x) 

e quindi 

u{x+l) v[x + l) — Pu{x) V (x) = Q. 

Aggiungendo e togliendo la quantità 

u (x+l) V (a;), 

e raccogliendo opportunamente i termini, si ha 

u{x+l][v{cc + i) --v (oo)] + 
+ v{x)\u(x + ì)-Pu {X)] = Q. 

Poniamo 

w (a? + 1) — P w (a:) = 

cioè 

A w -f w (1 - PJ — 0. 
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Questa è anche un'equazione lineare di 1.^ or- 
dine, ma omogenea. E facile vedere che la sua 
soluzione è (se con ^o si rappresenta un qualun- 
que valore minore di x, e àa x differente per nu- 
meri interi) 

9 u (x) -= P{cVo) PÌccq-^ 1) . . . P {x - 1). 

lu effetti di qui si ha 

uix+l) =P{Xo) P(.ro f 1) . . . P(a; - 1) P{x) 
e quindi 

u {co + 1) — P (x) u{x) == 0. 

Con questa determinazione di u, la equazione 
data diventa 



u {x + 1) 

donde si ha 



t; (07) = 2: ^ + COSt. 

u{x + l) 

intendendo al solito che in luogo della costante 
potrebbe anche aggiungersi una funzione perio- 
dica. Così abbiamo trovata la soluzione generale 
della equazione data. 
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§ 29. Equazioni lineari omogenee 
alle differenze con coefficienti costanti. 

Immaginiamo un'equazione lineare omogenea a 
coefficienti costanti del tipo 

am y {oc + m) + am-i i/ (.^ -h m — 1) 4- . . . + 

+ «1 2/ (^ *- 1) + «0 y {^) ■= 

dove le a© «i . . . sono costanti. 

Anche qui i risultati che si hanno sono assai 
analoghi a quelli relativi alle equazioni diiFeren- 
ziali lineari a coefficienti costanti. 

Cousideriamo l'equazione (caratteristica) 

am 2:'» + am-\ Z''' -1 + . . . + «q =» 

e sia 

una radice di moltiplicità r di questa equazione. 
Allora si può far vedere che 

^(07— l)...(a; — r-4-2) 
— ^^ : i uOS 

r-1! 
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sono tutte soluzioni particolari della data equa- 
zione alle differenze. * 
Giacché se 

sostituendo, e sopprimendo il fattore a^ , resta una 
espressione identicamente zero, in yirtù della pro- 
prietà del numero «, di annullare cioè l'equazione 
caratteristica. 
Se inoltre poniamo 

si ha 

y (a? + 1) = 0? a« . a + oca+l 
y{x-\-2) = a? . «* . a» + 2 a^+l . a 

y (o? + w) = ^ . a*' . a'" + m ot«'+i . a»»-i 

e sostituendo, si vede che ^ a« è appunto una so* 
luzione deir equazione data, tenuto conto che oc, 
come radice multipla, annulla anche la prima de- 
rivata del primo membro dell'equazione caratte- 
ristica. 
Poniamo ora ancora 

, . x(pc — \) 



* Kotiamo che potremmo porre come moltiplicatori di vx , 
fanzionl qualanque di gradi rispettivamente l.o, 2/>, etc; 
poniamo invece quelle speciali funzioni di tali gradi perchè, 
come si sa, fra le funzioni intere, esse si comportano più 
semplicemente dal ponto di vista, della teoria delle diiFe* 
renze. 

Pascal. 20 



306 §29, — Equazioni lineari omogenee. 



i avrà 






, (, . 2) . ^-^i^U^li) .^+2 = 



2! 



a? (g? - 1) 
2l 



a* 



.a**2Ar 



a?(a?— 1) 



pl)).^,.....(e(|: 



-ly 



2/ (o? ♦ m) =^ 



(a? + w) 'a: + m — 1) . 
2! 



tenendo conto della relazione ridotta 



(g; + s) (^ + g — 1) _ 00 x—\) ^ 

2! ~ 2! +^"^^-V 2! 



»i A ( 



xipD — \y 






+ (» 



giacche gli altri termini seguenti, contenenti le 
differenze di ordine superiore al 2.®, si annullano 
essendo ir(j? — 1) una funzióne di 2.® grado. 

Sostituendo i precedenti valori, e osservando che 
ac annulla il primo membro dell'equazione carat- 
teristica, la sua prima derivata, e la sua seconda 
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derivata, si riconosce che 

X {X — 1) 
2! 



a^ 



è UDa soluzione della data equazione alle diffe- 
renze. Così si procederebbe per gli altri casi. 

Da ogni radice, di moltiplicità r, dell'equazione 
caratteristica, si formano così r integrali distinti ; 
perciò se «i «g . . . a,- sono le radici distinte della 
equazione caratteristica, colle moltiplicità 

^i r2 . . . ri (dove ri + rg 4- . , . + r» = m) 

si formeranno r^ + rg +...-»- n* , cioè m, integrali 
particolari, i quali, come poi si può riconoscere 
senza difiìcoltà, hanno anche la proprietà di non 
annullare il determinante di cui si è trattato nel 
§ precedente, cioè sono, come si dice, m integrali 
costituenti un sistema fondamentale; con una com- 
binazione lineare di essi, si forma perciò l'inte- 
grale generale dell'equazione data. 



§ 30. Sul determinante analogo 

AL determinante DI WrONSKI. 

Ricerche di Casorati. 

Si sa dal calcolo differenziale come è formato 
il determinante di Wronski (v. Calcolo differen- 
ziale, pag. 220; Calcolo integrale, pag. 287-288); 
gli elementi della prima linea sono m funzioni 
date, e gli elementi delle altre linee si formano 
derivando successivamente quelli della prima. 
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Questo determiaante ha due proprietà importanti, 
cioè 1.° la sua derivata rispetto ad a? si forma 
semplicemente sostituendo agli elementi dell'ul- 
tima linea, le loro rispettive derivate; 2.® il suo 
annullarsi rappresenta la condizione necessaria e 
sufficiente perchè le m funzioni sieno legate da 
una relazione lineare omogenea a coefficienti co- 
stanti. Nello studio delle equazioni differenziali 
lineari di ordine m, entra in considerazione un 
siffatto determinante formato colle m soluzioni 
particolari linearmente indipendenti deirequazìone 
differenziale stessa, ed esso si esprime mediante 
una combinazione dei coefficienti dell' equazione 
stessa (formola di Liouvillb, v. Calcolo integr., 
pag. 289). Ora è importante notare che si può 
studiare un determinante analogo a quello di 
Wronski, e avente proprietà analoghe. 

Sieno j/i (x) j/2 ^x).. . ym (x\ m funzioni di a;, e 
formiamo il determinante: 



D^ 



Vi {•^) 
yiC^ + l) 



• « • 



ym [X) 
ym {x + 1) 



j/i (^ + m — 1) . . . j/m (a; + m — 1) 

E evidente prima di tutto, che un siffatto deter- 
minante può scriversi sotto l'altra forma 

J/i 'x) ... ym [co) 
^yi(x) ... ^ym^x) 



A'"-iyi(a?)...A^«-ij/,;,(£c) 
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formato colle differenze successive delle m funzioni 
date, come il determinante di Wronski è formato 
colle derivate successive. Giacche in 2), sotto la 
prima forma, sottraendo dagli elementi della se- 
conda linea quelli della prima, si ha 



Z) = 



Vi («) 


Vm (x) 


A 2/1 (.t) 


A y,„ (ce) 


2/i{« + 2) .. 


. Vm (X + 2) 



t/i (a? + w - 1) . . . ym (^ -+ m — 1) 



Se ora dagli elementi della 3.* linea sottrag- 
ghiamo gli elementi della prima linea, e quelli 
della seconda moltiplicati per 2, al posto degli 
elementi della 3.* linea si hanno le quantità 

A» t/i (a?) . . . A2 y„, (x) 

perchè 

y{(C + 2)==y{x)i-2^y {x) + A» y {oc). 

Così continuando, si riconosce infine che i due 
determinanti sono diversi solo per la forma. 

Ora si può dimostrare per il determinante D il 
seguente teorema di Casorati (Il calcolo delle dif- 
ferenze finite etc. Mem. Acc. Lincei. Volume V 
(1880)): 

UannuUarsi del determinante J) è condizione 
necessaria e sufficiente perchè le m funzioni 



2/i . . . y 



m 
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^ 



sleno fra loro legate da una relazione lineare omo- 
genea^ a coefficienti periodici (cioè a coefficienti 
che sono funzioni di x e che riprendono i mede- 
simi valori quando la variabile si aumenta di 1). 
Ed in effetti se le m funzioni sono legate da 
una siffatta relazione, sussisteranno allora identi- 
camente le equazioni 

CiJ/iW + C^y^{x) + ... 4- Cmym(x) =( 



Ciyi{x*m' 1) +02^2(^*^-1)+... +CmJ/«« (a;* m-l)== 

e quindi deve essere zero il determinante di que- 
sto sistema di equazioni lineari. 

Dimostriamo ora che la condizione è sufficiente- 

Per m -= 2 si ha 



donde 



2/1 (^+ 1) 2/2(^ + 1) 

yg Qg + 1 ) ^ ^2 (^) 
2/1(^ + 1) yi(^)* 



= 



Dovendo questa relazione sussistere per qualun- 
que Xf si ricava che la funzione 

2/2 (^) 
2/1 (^) 

è una funzione periodica nel senso anzidetto; po- 
sta quindi eguale a — \^ dove [f- sia funzione pe- 
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riodìca, risulta 



y2» + t*2/i{^) = 



forinola che dimostra il teorema pel caso di m = 2. 

Si può ora provare che se esso sussiste per Tiu- 
dice m — 1 sussisterà anche per l'indice m. 

Giacche se dagli elementi della 1.*, 2.^... linea 
moltiplicati rispettivamente per 

2/1 (^+ 1), y\(^ + 2',... 

si sottraggono quelli della 2.*, 3.*. , . . linea molti- 
plicati rispettivamente per 

2/i(^), 2/1 (^ + 1), yi(^ + 2\... 
il determinante D si trasforma in 



1 



« 



11 



^21 






yi (ir + 1) . . . y/ic + m - 2) j ^ 



Of/M-],l . . . «W-ljW—l 



dove 
J =^ yj-hi i^ + i- 1)2/1 (^ + iJ - 2/i(^ -h ^ - 1) l/j+ì (^ + i) 



Supponendo che la funzione yi {x) non sia mai 
infinita e che D sia zero, sarà zero il determi- 
nante che compare in questa formola; esso è in- 
tanto un determinante formato come 7), ma rela* 
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tivo alle m— 1 funzioni 

?i (^1 = ^2 G'^) 2/1 (^ + 1) - yi (^) 2/2 (^ + 1) 

?m-l {X) — Vm (00) J/i (0? + 1) - 2/i (/r) J/m (O? + 1). 

Supposto vero il teorema sino al caso di w — 1 
funzioni, si ricava che fra queste sussiste una re- 
lazione lineare omogenea a coefficienti periodici, 
cioè che si ha identicamente 

^2 ?1 (^) + ^8 ?2 (^) + . . . + Cm ?m-l (x) = 0. 

Questa relazione, sostituendo alle <p i loro va* 
lori, può scriversi 



2/1 (^), C^y^i^) +•••+ CmVinipc) 
yi (iC + 1), c^y<i{x + 1) + . . . + Cm Vm {x + 1) 



0. 



Ma questo determinante non è altro che un de- 
terminante D relativo alle due funzioni 

Vi (^)> [^2 2/2 (^) + • • . + Cm Vm [x]]. 

Quindi fra queste sussisterà una relazione li- 
neare d coefficienti periodici, e il teorema resta 
così dimostrato. 
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§ 31. Equazioni riducibili al tipo delle 
equazioni lineari a coefficienti costanti. 

Si abbia l'equazione lineare 

y{oo + n) + Ai^ (a) y (^ + n — 1) + 

-h J2^ (x) (^ (x — l) y (x + n — 2) + , , . = ^ (x) 

dove ^1 -^2 • . • sono costanti. 
Poniamo 

y (rf-) = (p (a? - n) * (a? — w — 1} . . . ? (^o) «^ i^) 

dove con Xq si intende un numero costante minore 
di X — 71 e differente da x per numeri interi. 
Si avrà 

(a? + w) =5 ^[oc)^{x-'l)... 9 (^ — n) ... 9 [xq) u {x -f n) 
(a? + w — 1) = 9(0? — 1) . . . 9 (a? — n) . . . <p (ìPoÌ w (a? + w — 1) 

e quindi, sostituendo e dividendo pel fattore co- 
mune 

9 (a?) 9 (a? — 1) ... 9 Oro) 

resta un'equazione il cui primo membro è a coef- 
ficienti costanti, e il secondo membro è 



9(a?)^(a?-l)...9(ir,) ' 



314 ^ 3L — EqKaz. rlduc. a coeff, costanti 

Si abbia un'equazione del tipo 

y (rr + n) + ^1 a^y C^ + n — 1) -h 
+ A2a^y{a) + n - 2) + . . . = O {oc]. 

Ponendo 

<p ( r) ==-- a-^ 

si ha 



?(^X^ — 1) = 



a 



e quindi ci riduciamo facilmente al tipo prece- 
dente. 



Si abbia un'equazione non lineare di 1.® ordine | 
del tipo 

y{x + i)y[a!) + ^{.c)yix f-1) + H^) ^ (^) = X (^). 

Poniamo 



, . z{x+ ì) , . 



donde si ha 



y(oo-\-l)[y{co) + <^{x)] = 

z{x-\'2) , ,j2;(r-4-l) 



~ ? (^ + 1)J 



U(.a7 + 1) ^' 'J Z{X) 

z[x'^2) , ^(;^ + i) 

— <p a: f 1) -, — - 

zix) ^ ^ z\x] 
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Sostituendo e rìduceDdo si ha 

z[x + 2]-[^(x^\)-^ (a?)] ^ ( ^j + 1 ) - 
- [t (^) ? {x) f X {pcj] z {X) = 0. 

In questa maniera l'equazione non lineare data 
è stata ridotta ad una lineare^ ma di 2.^ ordine. 

Se i coefficienti di questa equazione sono co- 
stanti, ovvero riducibili rispettivamente alle forme 

^1 <l> {x\ A^ O (x) 4> (^ - 1), 

allora, essa potrà trasformarsi a sua volta in un'al- 
tra a coefficienti costanti. 

Le considerazioni di questo § sono prese dalla 
citata Opera di Boole. 



§ 32. Esempi vari 
di equazioni alle differenze. 

Raccoglieremo in questo paragrafo, colle rispet- 
tive soluzioni, alcuni esempi di equazioni alle dif- 
ferenze, per mostrare quali sono gli artifizi che 
generalmente riescono a integrare l'equazione nei 
casi più semplici. Anche qui naturalmente, come 
nella teoria delle equazioni differenziali, principi 
generali se ne' possono stabilire pochi, e anzi in 
generale si può osservare che la teoria delle equa- 
zioni alle differenze, è più difficile, e del resto 
anche meno studiata, di quella delle equazioni 
differenziali, colla quale presenta così grandi ana- 
logie. 
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Gli esempi che svilupperemo in questo e nei 
seguenti paragrafi sono presi dall'opera di Boole, 
ma avvertiamo che quest'Autore, come gran parte 
degli autori inglesi, fa molto spesso uso, senza suf- 
ficienti giustificazioni, di calcoli simbolici, i quali 
se in qualche caso fanno raggiungere il risultato 
finale, non sono da consigliarsi a chi sia desi- 
deroso del più elementare rigore analitico, alme- 
nochè non si trovi il modo di giustificare rigoro- 
samente i passaggi simbolici da una formola ad 
un'altra. Noi cercheremo di risolvere tutti gli 
esempi escludendo nel modo piii assoluto i pro- 
cedimenti simbolici. 
1. 

2/ (^ + 1) 2/ (^) - X [y (0? + 1 ) - y {X,] + 1=0 

dove X sia una funzione di x. 
Ponendo 

y (^) = tg z (a?) 



si ha 



donde 



JL=: tg ^? (^ + 1) - tg ^ Qr) 

X ì + tgz{X + l]tgz{a;) 

— tg [5? (0? + 1) — 2; (x)] 
=- tg A 2; {x) 

^zioo) = arctg — 
2; (a?) = 2 arctg -^ + cost. 
y (^) = tg H arctg ~ ^ cost. . 



il 
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2. 



Poniamo 

y{x)=:QOBz{x), 

Si ha 

X= coB z (x + l) cos ^ {af) +Benz(oo ^ l)Benz(x) 
= cos [z {x + 1) — 2; (.r)] cos A z (a?) 

e quindi finalmente 

y [x) = cos [Cost. + 2 are cos X]. 

3. 

y==x^y + i^yy. 

Formiamo la differenza prima di ambo i mem- 
bri, e si ha: * 

Ay = \y -[- 0? A2 y 4- A2 j/ 4- 2 A y A2 y -f (à2 y)2 



* Per calcolare questa differenza possiamo procedere nel 
seguente modo. Indichiamo con yxyx+i ... ; valori diy per 
i yalori a;, :r + 1, . . . della variabile ; allora si ha 

!/x+i = (a? + 1) ^yx+1 + (^yx+i)* 
1/x =x^yx -^ Ulyx f 

donde, sottraendo Tuna dalP altra, si ha 

^yx = ^^yx+i + X J^yx + ^^^ yx {^yx+i -f ^iyx ) 
e ponendo 

^yx¥i = ^yx + ^Pyx 
si ha la formola del testo. 
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donde 

A* 2/ (A2 y + 2 A y + 0? + 1 ) = 0. 

Ponendo 

si ha 

A y = cost. 
y^=cx + c 

valore di y che sostituito nell'equazione data dà 

C = C^ 

e quindi si ha la soluzione 

y = ex -{- c^. 

Se invece poniamo 

A2y H-2Ay + a: + l = 0, 

si ha 

Ay=C(-l)--|--} 

perchè infatti da questa formola si ha 
A2y = -.-2C(-l)^-Y 

e sostituendo nell'equazione, questa resta verificata. 
Di qui si ha che un'altra soluzione dell'equa- 
zione data (la quale, essendo di 2J^ grado in Ay, 
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bì può scindere nel prodotto di due fattori lineari, 
ognuno dei quali ha una soluzione per conto pro- 
prio) è 



§ 33. Sistemi di equazioni simultanee. 

Se sono assegnate più equazioni alle differenze 
contenenti altrettante funzioni incognite e le dif- 
ferenze di esse, si ha un sistema di equazioni si- 
multanee. 

Per risolvere un tal sistema si cercherà di eli- 
minare una delle funzioni e le sue differenze, in 
modo da ridursi ad una sola equazione con una 
sola funzione incognita. 

Mostreremo su alcuni esempi semplici il proce- 
dimento che si può seguire in alcuni casi. 

Siene date le due equazioni 

y(x-\-\) — a^xz{cc) = 
(a? + 1) — a; y (a?) = 0. 

dalle quali dobbiamo ricavare i valori delle due 
funzioni incognite 

y{x\ z{x). 

Dalla prima di osse si ha 

y{x ^2) -' a' ix + ì)zix ^ l)=^0 * 
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] 



e quindi, eliminando z colla seconda, resta 
2/ (r + 2) — a» ^ (a? + 1 ) 2/ (^) = 0. 

Ponendo 

y (jj; = (x — 1) (ir — 2) . . . a?o . w {coj 

si ha 

y {x f 2) = (;c + l)a; (x—l){x '-2)..,Xo,ii{x f 2] 

e quindi sostituendo, e sopprimendo il fattore co< 
mune, resta l'equazione lineare a coeflScienti co- 
stanti 

u(x-\- 2)'-a^u{x) = 
il cui integrale generale è 

Il valore di J/ è perciò 

y {00) — fa; - 1) (a? — 2) ... tTo (^i a^+ CgC- a)^). 

Il valore di z si otterrà allora dalla prima delle 
due equazioni date: 

' >_ y(d? + l) _( r-l)(a:-2)...a?o ^ 

^ •^) = ^2^> — ~2 (cia^+i * C2 (-a)« 

Un secondo esempio è 

y{x + 2) + 2z{x+l)'-8y{x)z^0 

Dalla prima si ha: 
y{x + 4) + 2z(x + 3) — 8yix + 2)==0 
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e dalla seconda 

^Eliminando allora fra la prima delle date e que- 
ste due, le espressioni 

zix-^1), z(x + 3), 

resta un'equazione in sola y^ cioè 

y(a? + 4)-8y(aj + 2) + 162/(^) = 0. 

Questa è un'equazione lineare omogenea; l'e- 
quazione caratteristica corrispondente è 

<4_8<8+16 = = (<« — 4,» 

fihe ha per radici doppie 
' t=±2, 

quindi la soluzione generale è data da 

y (^) = (co + Ci 07) 2^-1- fe + c^co) i^ 2)^. 

, Sostituendo questo valore nella prima delle date 
fai ha : 

'^^ (x) = [co-Sci) ♦ Ci x] 2* - [(C2- 3 Cs) * Cs x] (- 2)^ • 
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§ 34. Sulle equazioni a difjperenze parziali. 

Se è una funzione di due variabili a?, y si 
possono formare le differenze parziali di z^ for- 
mando le differenze 

i^xz^=^z{x + Ao?, t/) — z[xy) 
t^rjZ = z{pc,y-\-b.y)—z[xy\ 

Le quantità A ic e A y si suppongono da ora in 
poi eguali fra loro, ed eguali ad 1. 

Si possono allora immaginare delle equazioni a 
differenze parziali, le quali compiano nel calcolo 
delle differenze lo stesso ufficio che noi calcolo 
infinitesimale compiono le equazioni a derivate 
parziali. 

Nell'impossibilità di stabilire delle teorie gene- 
rali, noi dobbiamo limitarci a dare qui qualche 
esem'pio per far vedere come si possono trattare 
siffatte equazioni. 

Incominciamo coli' osservare che anche qui le 
equazioni si possono presentare sotto varie forme ; 
può immaginarsi che si abbia una relazione fra 
^, V, z^ ^xZj \i/Z,.,., e può immaginarsi che le 
differenze ^ sieno state sostituite dai secondi 
membri delle formolo note che esprimono le dif- 
ferenze mediante i valori della funzione per va- 
lori successivi della variabile; può poi immagi- 
narsi che questa sostituzione sia stata fatta solo 
relativamente alle differenze di indice ce. e non 
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relativamente alle differenze di indice J/, o vice- 
versa; si vede quindi che in tutto per una fun- 
zione z di due variabili, un'equazione a differenze 
parziali può presentarsi sotto quattro forme diverse. 
Consideriamo l'equazione semplicissima 

« [^ + hy)-'Z(co,y + l) = 0. 

Espressa mediante le differenze, questa equa- 
zione diventa 

^xz — ^j/z = o. 

È evidente che la funzione 

z = y + 00 

soddisfa la equazione proposta; ma si può dire 
ancora dippiìi; cioè, una qualunque funzione ar- 
bitraria Ai y -h X soddisfa anche l'equazione ; per- 
chè una tale funzione arbitraria del binomio 

(y -^- ^) 

ha appunto la proprietà che deve avere la fun- 
zione integrale, di aumentare cioè della medesima 
quantità sia che si accresca ^ di 1, sia che si ac- 
cresca di 1 la y, perchè in ambo i casi l'argo- 
mento y -+- ^ si accresce sempre della medesima 
quantità. Concludiamo dunque che l'integrale del- 
l'equazione data si presenta sotto la forma 

essendo cp il simbolo di una funzione arbitraria. 
Si vede cosi che si presenta qui un fatto ana- 
logo a quello che si presenta nella teoria delle 
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equazioni a derivate parziali, il cui integrale non 
contiene solo delle costanti arbitrarie^ ma delle 
funzioni arbitrarie. 

Consideriamo ancora l'equazione 

z{x i l,t/ + 1) — (a?t/) = 

che espressa mediante le differenze è 

La funzione y — x soddisfa l' equazione data, 
come si riconosce immediatamente, perchè resta 
inalterata accrescendo di 1 sia x che y ; ricaviamo 
perciò che la funzione arbitraria 

sarà l'integrale dell'equazione. 

Consideriamo ora la seguente equazione 
^\z(x,y^\) -A«y^(a: + l,y) = 0. 

Introducendo le differenze di z prese tutte per 
i medesimi valori delle variabili a?, y, si ha l'e- 
quazione 

che può scriversi 

Osserviamo allora che se si soddisfa l'equazioni 
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resterà identicamente soddisfatta anche V equa- 
zione data, per,chè per comporre il primo mem- 
bro di tale equazione, bisogna eseguire una serie 
di operazioni ^ sopra una quantità che da se 
stessa è zero, e quindi il risultato non può essere 
che zero. 
Intanto la 

si risolve con 

essendo © il simbolo di una funzione arbitraria, 
dunque possiamo intanto conchiudere che 

^ = ? {^ + y) 

è un integrale dell'equazione data. 

Ma ora osserviamo che se ad un tale 2?, aggiun- 
giamo una funzione, la quale sia integrale delFe- 
quazione rappresentata da 

cioè una funzione del tipo 

(dove •i' è arbitraria) abbiamo ancora una funzione 
che soddisfa l'equazione data. 

Ed infatti noi possiamo scrivere V equazione 
data sotto ciascuna delle due forme 

( A^ Ay + Aa, + Ay ) ( A^ - Ay ) 2; = 

21* 
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ovvero 

(A^ — Ay ) ( Aa; Ay -h A^ -f Sj^) z= 0. 

Ora se formiamo 

z = ^{x + y) + 'H^ — J/)? 

e vogliamo esaminare se questa funzione soddisfa 
r equazione, possiamo applicare al primo termine 
le operazioni A nelP ordine dato dalla prima forma, 
e al secondo termine le operazioni A nell' ordine 
rappresentato dalla seconda forma, ed in ambo i 
casi si ha per risultato zero; e cosi si riconosce 
che z è effettivamente l'integrale dell' equazione 
data. In tal maniera l'integrale resta espresso 
mediante due funzioni arbitrarie. 

Sia data l'equazione 

zix-\-l,y + ì) — X y [x, y) =0. 

Incominciamo coli' osservare che una funzione 
arbitraria di x — ?/, resta inalterata, quando am- 
bedue gli argomenti si accrescono di un' unità. 
Quindi se poniamo 

2; — cp (.r — y) 

abbiamo che 

zi^+^^y-^ \)^z(x,y\ 

Se possiamo trovare una funzione di x tale che 
il prodotto di essa per ^{x + y\ resti moltiplicato 
per ^ quando x si accresce di 1, abbiamo riso- 
luto l'equazione data. 
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Posto 



dove <p è funzione arbitraria, e '\ funzione da de- 
terminare, si ha 

2; te 4- 1, y -+- 1) = |(a; + 1) * {x — y) 
z{x,y) ='M^) ?(^ — 2/) 

e perchè ^ sia tale che T equazione data debba 
essere risoluta, risulta 

donde (v. equazioni lineari di 1.° ordine, § 28) 
^{x) = ix^l){x — 2),..Xo 

(essendo Xq un valore fisso e differente per numeri 
interi dal valore di oc). Abbiamo dunque come 
soluzione dell'equazione a differenze parziali pro- 
posta, la funzione 

z = (x — ì) (x ^ 2] . . . Xq^ {x - y\ 

dove o è il simbolo di una funzione arbitraria. 

Con un metodo simile risolveremo l'altra equa- 
zione 

z{x*\,y *\)—pz{x*2,y —[l—p)z{x^y*2) = 0. 

In primo luogo osserviamo che la funzione 

X -^r y 
resta invariata, se aumentiamo ambo gli argo- 
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menti di 1, ovvero solo uno di essi lo accresciamo 
di 2. 
Quiadi posto 

z~^{x + y).'^ (x) 

e sostituendo nell'equazione data, abbiamo in tatti 
i termini il fattore comune 

e, soppresso questo fattore, resta 

che è un'equazione lineare, ad una variabile, a 
coeflScienti costanti. 

Le radici dell'equazione caratteristica corri- 
spondente 

pt^ — t 4-(l —p) = 

sono 

^ = 1 



P 

e perciò due integrali particolari di quell'equa' 
zione sono 



^(.r) = i, 'H*) 



=(^r- 



Se moltiplichiamo ciascuno di questi due inte- 
grali particolari, per una funzione arbitraria di 
1^ + y)i abbiamo due integrali particolari dell' e- 
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quazione proposta, e tenuto conto dell'omogeneità 
di tale equazione, possiamo anche dire che la 
somma di tali due integrali particolari è anche 
un integrale dell'equazione. Abbiamo così l'espres- 
sione 



z = ft{x + y) + 



[—^J^ii^ + y) 



dove 9, 9i sono i simboli di due funzioni arbitra- 
rie e fra loro indipendenti. Questo integrale con- 
tiene così due funzioni arbitrariot e lo considere- 
remo come l' integrale generale dell' equazione 
data che è di 2.® ordine. 

Termineremo le poche considerazioni che ab- 
biamo potuto fare sulle equazioni alle differenze 
finite, col porre una lista dei lavori che si riferi- 
scono a questo argomento. 

BftASSiNE, Nota III al Cours d^analyse di Sturm, 
3.» ed. (1868); 

Thomae, Integration der Differenzengleich, eie. 
Schlomilch Zeitschr. Voi. XVI, pag. 146 e 428 
(1871); 

CoMBESCURE, Sur guelques points du calcul in- 
verse des différences. Comptes Rendus. Volume 
LXXIV, pag. 454 (1872); 

Le Paige, Sur une équation aux différences 
finies. Nouv. Corresp. Math. Voi. Il, pagina 301 
(1876), Voi. Ili, pag. 47 (1877); 

Sylvester, Note on an équation in finite dif- 
férences. Phil. Magaz. 1879. 

In questo lavoro l'autore tratta dell'equazione 

> u {x - 1) , 
« {^j = hu{x ~ 2, ; 
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Casorati, Mem, Lincei (3). Voi. V (1880); 

Stlvesteb, On the solution^ of a certain eh 
of difference or differential equations, Ameri( 
Journal. Voi. IV, pag. 260 (1881); 

Sylvester, American Journal. Voi. IV, paj 
na 321 (1882); 

MuiR, Phil Magaz, 5.* Ser. Voi. XVII, pa( 
na 115 (1884); 

Cbsàro, Sur une équation aux différen<:es 'mi 
lées. Nouv. Ann, 3.» Ser, Voi. V, pag. 36 (1885) J 

PiNCHERLE, Rendic. Istit. Lomh, Voi. XIX, pai 
gina 559 (1886) ; 

Melltn, Acta math. Voi. IX, pag. 137 (1886); 

GuiOHARD, Ann, Éc, norm. (3). Voi. IV, pagi- 
na 361 (1887;; 

Sylvester, Messenger (2). Voi. XVIII, pag. 1 13 ; 

Lerch, Aufl, einiger Differenzengleich» Caso- 
pia. Voi. XXI, pag. 69 (1892); 

Pincherle, Èend, Accad, Lincei, Voi. Ili, pa- 
gina 12 e pag. 99 (1894); Voi. IV, pag. 228; Ac- 
cad. di Bologna (5). T. IV (1894); T. V (1895); 

VivANTi, Journal de Teixeira. Voi. XI, pag. 167; 

TAaiURi, Giorn. di Batt, Voi. XXXI, pag. 95; 

Floquet, Ann. Éc, norm. Voi. Vili (2); 

Torelli, Acc, di Napoli. 1895 e 1896. 

Possono poi anche vedersi il II e III capitolo 
del lavoro di Pincherle, Delle funzioni ipergeo- 
metriche^ ecc. Giorn. di Batt. Voi. XXXII. 
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L. e. 

Abitazioni animali domestici, di U. Barpi, 168 illustr. 4 — 

Acetilene (LO, del dott. Luigi Castellani 2 — 

Acido solforico, nitrico, sodico, muriatico, del dottor 

V. Vender, (In lavoro). 
^cque (Le) minerali e termali del Regno d'Italia, di 

Luigi Tioli 15 50 

Adulterazione e falsificazione degli alimenti, del dott. 

prof. L. Gabba 2 — 

Agronomia, del prof. Carega di Muricce 1 50 

Alcool, di F. Cantamessa, con 24 illustrazioni . . . 3 — 
Algebra complementare, del prof. S. Plncherle: 

Parte I. Analisi algebrica f .... 1 50 

Parte II. Teoria delle equazioni con 4 figure . . . 1 50 

Algebra elementare, del prof. S. Pincherle .... 1 50 

Alimentazione, di G. Strafforello 2 — 

Alimentazione del bestiame, di T, Poggi. (In lavoro). 

Alpi (Le), di J. E^alL, trad. del prof. /. Cremona . . 1 50 

Amatore (L') di maioliche e porcellane, di L. De Mauri, 

con 2900 marche. (In lavoro). 
Amatore (L') di oggetti d'arte e di curiosità, dì L. De 

Mauri, con numerose illustrazioni 6 50 

Analisi del vino, del dott. M. Barlh, con 7 illustr. . 2 — 

Analisi volumetrica, di P. E. Alessandri, con 52 illus. 4 50 

Anatomia e fisiologia comparata, del prof. R. Besta . 1 50 

Anatomia microscopica (Tecnica di), di D. Carazzi . 1 50 
Anatomia pittorica, di A. Lombardini. (In ristampa). 

Anatomia topografica (Compendio di), di C. Falcone. 3 — 

Anatomia vegetale, di A. Tognini, con 141 illustr. . 3 — 

Animali da cortile, del prof. P. Bonizzi, con 39 illus. 2 — 

Animali parassiti dell'uomo, di F. Mercanti, con 35 ine. 1 50 

Antichità private dei romani, del prof. W. Kopp . . 1 50 

Antropologia, del prof. G. Canestrini, con 23 illustr. 1 50 

Apicoltura, del prof. G. Canestrini, con 43 illustrazioni 2 — 
Arabo volgare (Manuale di), di De Sterlich e Dib 

Khaddag, (In ristampa). 
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Araldica (Grammatica), di F. TiHbolati, con 96 ilius. 2 
Arctieoiogia dell'arte, del prof. /. Gentile: 
Parte I. Storia dell'arte greca (esaurita). 

n Atlante per l'opera suddetta, 149 tavole . 4 
Parte II. Storia dell'arte etrusca e romana .... 2 
n Atlante per l'opera suddetta, 79 tavole . . 2 
Architettura italiana, dell'ardi. A. Metani, con 46 ta- 
vole e 115 illustrazioni 6 

Aritmetica pratica, del prof. dott. F, Panizza, . . 1 

Aritmetica razionale, del prof. dott. F. Panizza . . 1 

Armonia (IManuale di), del prof. G. Bernardi ... 3 

Arte del dire (L*), del prof. D, Ferrari 1 

Arte mineraria, del prof. V. Zoppetli, con 112 illustr. 2 

Arti (Le) grafiche fotomeccaniche, con illustraz. e tav. 2 

Asfalto (L'), dell'ing. E. Righetti, con 22 illustrazioni 2 

Assicurazione sulla vita, di C. Pagani 1 

Assistenza degli infermi nell'Ospedale ed in famiglia, 

del dott. C. Galliano, con 7 tavole 4 

Astronomia, di J. N. Lockyer e G. Celoria, con 51 ili. 1 
Astronomia nautica, del prof. G. Naccari. (In lavoro). 
Atlante geografico-storico dell'Italia, del dott. prof. 

G. GarollOy con 24 tavole 2 

Atlante geografico universale, di Kiepert-Garollo . . 2 

Attrezzatura, manovra delle navi e segnalazioni marit- 
time, di F. Imperato, con molte tavole e ili. (In rist.). 
Bachi da seta, del prof. T, Nenci, (In ristampa). 

Batteriologia, dei professori G. e R. Canestrini . . 1 
Bestiame (II) e l'agricoltura in Italia, del prof. F. At- 

bertif con 22 illustrazioni 2 

Bibbia (Manuale della), del prof. G. M, Zampini . . 2 

Bibliografia, di G. Ottino, con 17 illustrazioni ... 2 
Bibliotecario (Manuale del), dì Petzhotdt, traduzione 

di G. Biagi e G. Fumagalli 7 

Biliardo (Il giuoco del), di J. Getti, con 79 illustrazioni 2 5()| 

Botanica, del prof. /. De Hooker, con 68 illustnizioni 1 

Cacciatore (Manuale del), di G. Franceschi, con 10 tav. 2 
Calci e cementi (Impiego delle), dell'ing. L. Mazzocchi, 

con 49 illustrazioni 2 •-• 

Calcolo infinitesimale, del prof. E. Pascal: 

Parte I. Calcolo differenziale, con 10 illustrazioni . 3 — 

M II. Calcolo integrale, con 15 illustrazioni . . 3 — 

n III. Calcolo delle variazioni e delle differ. finite. 3 — 
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Calligrafia (Manuale di), del prof. R, Percossi, con 69 

tavole e 35 fac-simili di scritture 3 — 

Calore (II), del dott E. Jones, con 98 illustrazioni. . 5 — 
Cane (Manuale dell'amatore ed allevatore del), di An- 

** gelo Vecchio, con 51 tavole e 129 illustrazioni . . 6 50 
Canottaggio (II), del cap. G. Groppi. (In lavoro). 

Cantante (Manuale del), di L. Maslrigli 2 — 

Cantiniere, di A, Strucchi, con 50 illustrazioni . . . 2 — 
Cartografia (Manuale teorico-pratico della), del prof. 

\E. Gelcich, con 37 illustrazioni 2 — 

Caseificio, di L. Manelli, con 34 illustrazioni. . . . 2 — 

Catasto (Il nuovo) italiano, dell'avv. E. Bruni ... 5 — 

Cavallo (II), del colonn. G. Volpini, con 8 tavole . . 2 50 
Cavi telegrafici sottomarini, delPing. E. Jona, con 188 

illustrazioni e i carta delle com. teleg. sottomarine 5 50 

Celerimensura (Manuale pratico di), delP ing. F. Borletti 3 50 

Celerimensura (Tavole di), delPing. G. Orlandi. . . 18 — 

Chimica, del prof. H. E, Roscoe, con 36 illustrazioni . t 50 

Chimica agraria, del prof. dott. A. Aducco . . . . 2 50 
Chimico (Manuale del) e dell'industriale, del dott. prof. 

L. Gabba. (In ristampa). 
Ciclista (Manuale del), di A. Galante. (In ristampa). 

Climatologia, del dott. L. De Marchi 1 50 

Codici e leggi usuali d'Italia, del prof. avv. L. Franchi. 

(Due volumi). Volume I. I Godici. 7 50 

Volume II. Conterrà le leggi usuali. (In lavoro). 

Codice civile d'Italia, del prof. avv. L. Franchi . . 1 50 

Codice di procedura civile, di L. Franchi 1 50 

Codice di commercio, di L. Franchi 1 50 

Codice penale e di procedura penale, di L. Franchi . 1 50 

Codice di Marina Mercantile, di L. Franchi .... 1 50 
Codice penale per l'esercito e penale militare marittimo, 

di L. Franchi 1 50 

Codice cavalleresco italiano (Tecnica del duello), del 

comm. J. Gelli 2 50 

Codice doganale italiano, di E. Brunii con 4 incisioni. 6 50 
Cognac (Fabbricazione del) e dello spirito di vino e di- 
stillazione delle fecce e delle vinacce, di Dal Piaz. 2 — 
Coleotteri italiani, del dott. A. Griffini, con 215 illus. 3 — 
Colombi domestici e colombicoltura, del prof. P. Bo- 

nizzi 2 — 

Colori e la pittura (La scienza dei), di L. Guaita . . 2 -* 
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Colori e vernici, di G. Gorini, con 15 illustrazioni. . 2 — 
Coltivazione ed industrie delle piante tessili, del prof. 

A. Savorgnan D'Osoppo, con 72 illustrazioni. . . 5 — 
Compensazione degli errori con speciale applicazione 

ai rilievi geodetici, di F. Crai ti 2 ■— 

Computisteria commerciale, del prof. V. Giiii ... 1 50 

Computisteria finanziaria, del prof. V. Gitti ... 1 50 

Computisteria agraria, del prof. L. Peiri 1 50 

Concia delle pelli ed arti affini, di G. Gorini . . . 2 — 

Conciliatore (Manuale del), di G. Paiiacini . . . . 5 — 

Concimi, del prof. A, Funaro 2 — 

Confezione d'abiti per signora, di Emilia Cova, con 40 

tavole illustrative 5 — 

Coniglicoltura pratica, di G. LicciardelU , con 141 illu- 
strazioni e 9 tavole in sincromia lììO 

Conserve alimentari, di G. Gorini 2 — 

Contabilità comunale, del prof. A. De Brun. . . . 1 50 

Contabilità generale dello Stato, di E. Bruni ... 5 — 

Cosmografia, di B. M. La Leta, con 11 illustrazioni . 1 50 
Costruttore macchine a vapore, dell' ing. E, Webber. 

(In lavoro). 

Costruttore navale, di G. Rossi, con 251 IH. e 05 tabelle 6 — 
Cristallografia geometrica, fisica e chimica, del prof. 

E. Sansoni, con 284 Illustrazioni 5 — 

Cristoforo Colombo, del prof. V. Bellio, con 10 illustr. 1 50 

Crittografia (La). Saggio del conte L. Gioppi ... 5 50 

Cubatura dei legnami, di G. Belluomini 2 50 

Curve (Manuale pel tracciamento delle), di G. H. Krònke. 2 50 

Dantologia, del dott. G. A. Scarlazzini 5 — 

Debito (II) pubblico italiano, di F. Azzoni .... 3 — 
Decorazione e industrie artistiche, di A. Metani, con 

118 illustrazioni (2 volumi) 6 — 

Determinanti e applicazioni, del prof. E. Pascal. . . 3 — 
Didattica per gli alunni delle scuole normali e pei mae- 
stri elementari, del prof. G. Soli 1 50 

Digesto (II), del prof. C. Ferrini 1 50 

Dinamica elementare, del dott. C. Cananeo . . . . 1 50 

Diritti e doveri del cittadini, di D. Maffioli .... 1 50 

Diritto amministrativo, di G. Loris 3 -- 

Diritto civile, del prof. G. Loris 3 — 

Diritto civile italiano, del prof. C. Albicini .... 1 50 

Diritto commerciale Italiano, di E, Vidari 3 — 
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Diritto costituzionale, dì F. P, Contuzzi 5 — 

Diritto ecclesiastico, di C. Olmo 3 — 

Diritto internazionale privato, del prof. F. P. Contuzzi. 5 — 
Diritto internazionale pubblico, dell' avv. prof. F, P. 

Contuzzi 5 — 

Diritto penale, dell'avv. A. Stoppato 1 50 

Diritto romano, del prof. C. Ferrini t 50 

Disegnatore meccanico, dì V. Goffi, con 565 illustr. . 5 — 
Disegno (I principi del), del prof C. Boito, con (il si log. 2 — 
Disegno assonometrico, del prof. P. Paoloni, con 21 

tavole e 23 illustrazioni 2 — 

Disegno geometrico, del prof. A, AntilH, con 6 illustra- 
zioni e 27 tavole lilografate 2 — 

Disegno industriale, di E. Giorli, con 261 illustrazioni 2 — 
Disegno di proiezioni ortogonali, del prof. D. bandi, 

con 132 illustrazioni 2 — 

Disegno topografico, di G. Bertelli, con tav. e tllustr. 2 — 
Disegno, taglio e confezione di biancheria, di Emilia 

Bonetti, ^ ediz., con 50 tavole illustrale .... 5 — 
Ditteri italiani, di Paolo Lioy, con 227 illustrazioni . 3 — 
Dizionario alpino italiano. Parte f, di E. Bignami-Sor- 

mani ; Parte II, dì C. Scolari 3 50 

Dizionario bibliografico, di C Arlia 1 50 

Dizionario Eritreo (Piccolo) Italiano-arabo-amarlco, dì 

A. Allori 2 50 

Dizionario filatelico, del comnn. J. Celli 4 50 

Dizionario fotografico, dì L. doppi, con 95 illustr. . 7 50 
Dizionario geografico universale, del prof. dott. 6f. Ga- 
rollo. Nuova ed. in lavoro, uscirà nell'autunno del 1897. 
Dizionario milanese-italiano e repertorio Italiano-mila- 
nese, di eletto Arrighi 8 50 

Dizionario tascabile (Nuovo) italiano-tedesco e tedesco- 
Italiano, di A. Fiori 3 50 

Dizionario tascabile (Nuovo) italiano-tedesco e tedesco- 
italiano, del prof. Gf. Locella 3 — 

Dizionario tecnico. In quattro lingue, dell'ingegnere 
E, Webber, quattro voi unni : 

Voi. I. Ilaliano-Tedesco-Francese-Inglese .... 4- — 
w II. Deutsch-llalifenisch-Franzòs -Engliscli . . . 4 — 
n III. Fran^ais-Italien-Allemand-Anglais. (In lav.). 
" IV. English-Italian-German-French. (In lavoro). 

Dizionario termini delie corse, di G. Volpini. . . . l 
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Dizionario universale delle lingue italiana, tedesca, in- 
glese e francese 8 — 

Dottrina popolare, in 4 lingue, di G. Sessa . . . . ^ — 

Doveri dei macchinista navale, di M. Lignarolo . . 2 50 

Duellante, del comm. J. Celli, con Vn tavole. ... 2 50 

Economia dei fabbricati rurali, di V. Niccoli. ... 2 — 

Economia politica, del prof. iv. S. Jevons .... 1 50 
Elettricista (Manuale dell'), dei profT. G. Colombo e 

R. Ferrini, con 40 illustrazioni 4 — 

Elettricità, del prof. F. Jenkin^ con 36 illuslr. traduz. 

del prof. R. Ferrini 1 50 

Embriologia e morfologia generale, del prof. G. Cat- 
taneo, con 71 illustrazioni 1 50 

Enciclopedia Hoepli. Due volumi elegantemente legati. 20 — 

Energia fisica, del prof. R. Ferrini, con 15 iilustr. . 1 50 

Enologìa, dei proff. 0. Ottavi e A. Strucchi, con 29 ili. 2 — 

Enologia domestica, di R. Sernagiotlo 2 — 

Epigrafia latina, del prof. S. Ricci. (In lavoro). 

Errori e pregiudizi volgari, di G. Strafforello ... 1 50 

Esercizi di algebra elementare, di S. PincherU. . . 1 50 

Esercizi di calcolo infinitesimale, dì E. Pascal . . . 3 -- 
Esercizi di traduzione a complemento della grammatica 

francese, del prof. G. Prat 1 50 

Esercizi di traduzione con vocabolario a complemento 

della grammatica tedesca, di G. Adler 1 50 

Esercizi geografici e quesiti sull'Atlante geografico 

universale, di R. Kiepert, del prof, t, Hugzies . . \ tìO 

Esercizi greci, del prof. A. V. Risconti 1 50 

Esercizi latini con regole, del prof. P. E, Cereti . . 1 50 
Esercizi sulla geometria elementare, del prof. S. Pin- 

cherle, con 50 illustrazioni 1 50 

Esplodenti e modo di fabbricarli, di R. Molina ... 2 50 

Estetica, del prof. M, Pilo 1 50 

Estimo dei terreni, di P, Filippini, con 3 illustrazioni 3 — 

Estimo rurale, del prof. Carega di Muricce .... 2 — 
Etica, del prof. L. Friso, (In lavoro). 

Etnografia, del prof. B. Malfatti 1 50 

Fabbricati civili di abitazione, delIMng. C. Levi, con 

184 illustrazioni * 4 50 

Falegname ed ebanista, di G. Belluomini, con 42 ili. 2 — 
Farmacista (Manuale del), del prof. P. E. Alessandri, 

con 138 tavole e 80 illustrazioni 6 50 
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Filatura, di E. Grothe, con 105 illustrazioni .... 5 — 

Filatura della seta, di G. Pasgualis. (In lavoro). 

Filologia classica, greca e latina, del prof. V, Inuma, i 50 

Filonauta, del capitano 0. Olivari 2 50 

Filosofia morale, del prof. L. Friso 5 — 

Fiori artificiali, di 0. Ballerini, con 144 illustrazioni 

e 1 tavola cromatica a 36 colori 5 50 

Fisica, del prof. Balfour Stewart, con 139 iiluslraz. 1 50 
Fisica (Elementi di), del prof. 0. Murani, con 380 il- 
lustrazioni e 3 tavole 5 50 

Fisiologia, di Poster, con 18 illustrazioni 1 50 

Fisiologia vegetale, di L. Montemartini. (In lavoro). 
Floricoltura (Manuale di), di C. M, Fratelli Roda, con 

61 illustrazioni. (In ristampa). 
Fognatura cittadina, dellMng. D. Spataro, con 220 fi- 
gure e 1 tavola in litografia 7 — 

Fonditore in tutti i metalli (Manuale del), di G. BeUìw- 

mini, con 41 illustrazioni 2 — 

Fonologia greca, del prof. A. Cinquini, (In lavoro). 

Fonologia italiana, del prof. L. Stoppato 1 50 

Fonologia latina, del prof. S, Consoli 1 50 

Fotocromatografia (La), di L. Sassi, con 19 illustraz. 2 — 
Fotografia ortocromatica, del dott. C. Bonacini, con 

illustrazioni e 5 tavole 3 50 

Fotografia pei dilettanti, di G. Muffone, con 83 illustr. 2 — 

Frumento e mais, del prof. G Cantoni^ con 13 illustr. 2 — 

Frutta minori (Le), di A. Pucci, con 96 illustrazioni . 2 50 

Frutticoltura, del prof. D. Tamaro, con 86 illustraz. 2 — 

Fulmini e parafulmini, di E, Canestrini, con 6 illustr. 2 ~ 

Funghi (I) ed i tartufi. Cenni di Folco Bruni . . . 2 — 
Funghi mangerecci e funghi velenosi, del dott. prof. 
F, Cavara, (In lavoro). 

Funzioni ellittiche, del prof. E. Pascal 1 50 

Galvanoplastica, del prof. R. Ferrini, con 45 illustr. 4 — 

Gelsicoltura, del prof. D. Tamaro, con 22 illustraz. . 2 — 

Geografia, di G. Grove, con 26 illustrazioni .... 1 50 

Geografia classica, di H. F, Tozer 1 50 

Geografia fisica, di A. Geikie, con 20 illustrazioni . . 1 50 

Geologia, di A. Geikie, con 47 illustrazioni .... 1 50 

Geometria analitica dello spazio, del prof. F, Aschieri. 1 50 

Geometria analitica del piano, del prof. F. Aschieri. 1 50 

Geometria descrittiva, del prof. F. Aschieri. ... 1 50 
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Geometria metrica o trigonometrica, del prof. S. Fin- 

cherle, con 47 iliustrazioni 1 50 

Geometria pratica, di G. Erede, con 124 illustrazioni. 2 — 
Geometria proiettiva del piano e della stella, del pro- 
fessore F. Aschieri, con 86 illustrazioni 1 ^ 

Geometria proiettiva dello spazio, di F. Aschieri . . 1 tK) 

Geometria pura elementare, di S. Pincherle .... 1 50 

Giardino (II) infantile, del prof. P. Conti, con 27 tavole 5 — 

Ginnastica (Storia deUa), di F. Valletti 1 50 

Ginnastica femminile, di F. Valletti, con 67 illustraz. 2 — 

Ginnastica maschile, con 216 iliustrazioni 2 — 

Gioielleria, oreficeria, oro, argento e platino, di E, Bo- 

sellij con 125 illustrazioni 4 — 

Giuochi ginnastici per la gioventù delle scuole e del 

popolo, di F. Gabrielli, con 24 tavole illustrate . . 2 50 

Glottologia, del prof. G. De Gregorio 3 — 

Gnomonica, di B. M, La Leta con 19 figure . . . 2 — 

Grafologia, di C. Lombroso, con 470 fac-simili ... 3 50 
Grammatica altianese, di V, Librandi. (In lavoro). 
Grammatica ed esercizi pratici della lingua ebraica, 

del prof. /. Levi, (In lavoro). 

Grammatica francese, del prof. G. Prat 1 50 

Grammatica e dizionario della lingua dei Galla, (oro- 

monica), del prof. E. Viterbo: 

Volume I. Galla-Italiano 2 50 

n 11. ItallanOrOalla 2 50 

Grammatica greca, del prof. V. Inama 1 50 

Grammatica della lingua greca moderna, di R. Lovera i 50 
Grammatica della lingua svedese, del prof. E. Pàroli 

(in lavoro). 

Grammatica inglese, del prof. L. Pavia 1 50 

Grammatica Italiana, del prof. T. Concari .... 1 50 

Grammatica latina, del prof. L. Valmaggi .... 1 50 

Grammatica olandese, di M, Morgana 3 ~ 

Grammatica e Vocabolario della lingua rumena, del 

prof. R. Lovera 1 SO 

Grammatica della lingua russa, di Voinovich .... 3 — 

Grammatica spagnuola, del prof. L. Pavia .... 1 50 

Grammatica tedesca, del prof. L. Pavia i 50 

Gravitazione, di sir 6f. B. Airy; con 50 illustrazioni . 1 50 
Humus (L'), la fertilità e l'igiene dei terreni culturali, 

del prof. A. Casali 2 — 
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Idraulica, del prof. T, Perdoni, con 501 flgure e 5 tav. 6 50 
Igiene della vista sotto il rispetto scolastico, del dott. 

A. Lomonaco. (In lavoro). 
Igiene del lavoro, di A. Trambusti e SanareUi, con 

70 illustrazioni 2 80 

Igiene della vita pubblica e privata, di G. Faralli. . 2 50 

Igiene privata, di C. Bock 2 50 

Igiene pubblica, del dolt. C Gorini. (in lavoro). 

Igiene rurale, di A. Carraroii 5 — 

Igiene scolastica, di ^. Repossi 2 — 

Igiene veterinaria, del dott. U. Barpi 2 — 

Igroscopi, igrometri, umidità atmosferica, del profes- 
sore P. Cantoni, con 24 illustrazioni e 7 tabelle. . 1 50 
Illuminazione elettrica, delIMng. E. Piazzoli, 500 illus. 6 50 
Imbalsamatore, di R. Gestro, con 58 illustrazioni . . 2 — 
Imenotteri, Neurotteri, Pseudoneurotteri, Ortotteri e 

Rincoti italiani, dei dott. A. Griffini, con 245 iilustr. 4 50 

Immunità e resistenza alle malattìe, di Galli» Valerio, 1 50 
impiego (L') ipodermico e la dosatura dei rimedi, del 

dott. G, Maiacrida 5 — 

Imposte dirette, delPavv. E. Bruni 1 50 

Industria dei molini, costruzione, impianti, macinazione, 

di C. Siber-Millot, con 105 illustrazioni e 5 tavole . 5 — 
Industria delia carta, dell'ing. L, Sartori^ con 106 il- 
lustrazioni e 1 tavola 5 50 

Industria della seta, del prof. L. Gabba 2 — 

Industria saponiera, deii'ing. E, Mar azza, con 111 il- 

lustrazioni e molte tabelle 6 — 

Industria stearica, dell'ing. E. Marazza, con 76 illu- 
strazioni e con molte tabelle 5 — 

Infezione, disinfezione e disinfettanti, del dott. prol. 

P. E, Alessandri, con 7 illustrazioni 2 — 

Ingegnere civile (Manuale dell'), del prof. G, Colombo, 

con 205 illustrazioni 5 50 

Il medesimo trad. in francese da A Marcillac . . 5 50 
Ingegnere navale, di A. Cignoni, con 56 illustrazioni 

legato in tela L. 4,50, in pelle 5 50 

Insetti nocivi, del prof. F, Franceschini, con 96 illus. 2 — 

Insetti utili, del prof. F. Franceschini, con 45 iilustr. 2 — 

Interesse e sconto, del prof. E Gagliardi 2 — 

Ipoteche, del prof. avv. A. Rabbeno 1 50 

Latte, burro e cacio, del prot. Sartori, con 24 iilustr. 2 — 
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Lavori in terra, di B. Leoni, con 58 illustrazioni . . 5 — 
Legatore di libri, di L. Marocchino, ila lavoro). 
Legge (La nuova) comunale e provinciale, dell'avvocato 

E. Mazzoccolo 4 tSO 

Legge comunale (Appendice alla) del 22 e 23 luglio 

\^'QA, iìeWdiYV. E. Mazzoccolo 2 — 

Leggi usuali (Raccolta delle), iln lavoro). 

Leghe metalliche, del prof. /. GhersL (In lavoro). 

Legislazione rurale, dell'avv. E. Bruni 3 — 

Lepidotteri Italiani, del dott. A. Griffini 1 tiO 

Letteratura albanese, di i4. S^a^tcd 3 — 

Letteratura americana, di G. StrafforeUo 1 jJO 

Letteratura ebraica, del prof. A. Remi 3 — 

Letteratura egiziana, di L. Brigiuti. (In lavoro). 

Letteratura francese, del prof. E. Marcillac. ... 1 50 

Letteratura greca, del prof. V. Inama 1 50 

Letteratura indiana, del prof. A. De Guòematis . . i IJO 

Letteratura inglese, dei prof. E. Solazzi i 50 

Letteratura islandese, di S. Ambrosoli, (In lavoro). 

Letteratura italiana, del prof. C. Fenini 1 50 

Letteratura norvegiana, del prof. S. Consoli. ... 1 50 

Letteratura persiana, del prof. /. Pizzi 1 50 

Letteratura provenzale, del prof. A. Restori, ... 1 50 

Letteratura romana, del prof. F. Ramorino .... 1 50 
Letteratura spagnuola e portoghese, del professore 

L. Cappelletti 1 50 

Letteratura tedesca, del prof. 0. Lange 1 50 

Letteratura ungherese, del dott. Zigàny Arpàd . . 1 50 
Letterature elleniche seriori, di A. Pasdera, (In lav.). 
Letterature slave, del prof. D. Ciàmpoli, 2 volumi : 

Voi. I. Bulgari, Serbo-Croati, Yugo-Russi .... 1 50 

n II. Russi, Polacchi, Boemi 1 50 

Lingua gotica, del prof. S. Friedmann 3 — 

Lingue dell'Africa, di R. Cust 1 50 

Lingue neo-latine, del dott. E. Gorra 1 50 

Lingue straniere (Studio delle), di C. Marcel. ... 1 50 
Liquorista. (In lavoro). 

Litografia, di C. Doyen, con 8 tavole e 40 illustraz. . 4 — 

Logaritmi (Tavole di), con 5 decimali di 0. Muller . 1 50 

Logica, di W. Stanley Jevons, con 16 illustrazioni . 1 50 

Logica matematica, del prof. Burali-Forti .... 1 50 

Logismografia, del prof. C. Chiesa 1 50 
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Luce e colori, del prof. Bellotti, con 21 ili. e 1 tavola 1 50 

Luce e suono, di E. Jones, con 121 illustrazioni. . . 5 — 

Macchinista e fuocliista, di G. Gautero, con 24 iltustr. 2 •— 

Maccliinista navale, di M. Lignarolo, con 164 illustr. 5 50 

Macchine agricole, di A. Cencelli-Pertij con 68 illustr. 2 — 
Macchine per cucire e ricamare, dell'ing. Alfredo Qa- 

lassiniy con 100 illustrazioni 2 50 

Magnetismo ed elettricità, del dott. G. Poloni, con 136 

illustrazioni e 2 tavole 3 50 

Maiale (II), del prof. E. Marchi, con 190 illustrazioni. 6 50 
Malattie crittogamiche delle piante erbacee coltivate, 

del dott. R. Wolf, con 50 illustrazioni . . . 2 — 
Malattie ed alterazioni dei vini, del prof. S. Cettolini. 

con 13 illustrazioni 2 — 

Mandato commerciale, del prof. E, Vidari 1 50 

Mare (II), del prof. V, Bellio, con 6 tavole a colori . 1 50 
Marine (Le) da guerra del mondo al 1897, di L. D'Adda, 

con 77 illustrazioni 4 50 

Marino (Manuale del) militare e mercantile, del con- 
trae mmi raglio De Amezagay con 18 illustrazioni. . 5 — 
Marmista (Manuale del), di A. Ricci, con 47 illustr. . 2 — - 
Materia medica moderna (Man. di), dott. G. Malacrida 7 50 
Meccanica, del prof. R. Stawell Ball, con 89 illustr. . 1 50 
Meccanico, di E. Giorli, con 130 illustrazioni . . . . 2 — 
Meccanismi (500), delIMng. F. Cerruli, con 500 illustr. 2 50 
Medicatura antisettica, del dott. A. Zambler con 6 ili. 1 50 
Metalli preziosi, di G. Gorini, con 9 illustrazioni . . 2 — 
Meteorologia generale, del dott. L. De Inarchi, con 8 tav. 1 50 
Metrica dei greci e dei romani, di L. Mailer. (In rist.). 
Metrologia Universale ed il Codice Metrico Internazio- 
nale, delIMng. A. Tacchini 6 50 

Mezzeria (Manuale pratico della), deiraw. A. Rabbeno 1 50 

Microscopio (II), del prof. Camillo Acqiùa, con 81 ili. 1 50 

Mineralogia generale, del prof. L. Bombicci, con 183 ili. 1 50 
Mineralogia descrittiva, del prof. L. Bombicci, con 119 

illustrazioni 3 — 

Mitologia comparata, di A. De Gubernatis. (Esaurito). 
Mitologia greca, di A, Foresti: 

Volume \. Divinità 1 50 

« IJ. Eroi 1 50 

Mitologia romana, di A. Foresti. (In lavoro). 
Modellatore meccanico, falegname ed ebanista, del pro- 
fessore G. Mina, con 296 illustrazioni ..;... 5 50 
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MoRienti resistenti e pesi di travi metalliche composte, 

dell'in^. E, Schenck 3 50 

Monete greche, di S. Ambrosoli. (In lavoro). 

Monete romane, del cav. F. GneccfU 1 50 

Monogrammi, del prof. A. Severi, con 75 tavole. . . 5 50 

Morfologia greca, di V. Bettei 5 — 

Morfologia italiana, del prof. E. Gorra 1 50 

Morte (La) vera e la morte apparente, di F. Dell'Acqua 2 — 
Naturalista viaggiatore, dei proff. A, Issel e R. Gestro. 

(Zoologia), con 58 illustrazioni 2 — 

Notare (Manuale del), del notaio A. Garetti .... 3 50 

Numismatica, del dott. S. Ambrosoli i 50 

Nuotatore (Manuale del), di P. Abbo, con 97 illusiraz. 2 50 

Olii vegetali, animali e minerali, di G. Gorini ... 2 — 

Olivo ed olio, del prof. A. Aloi, con 41 illustrazioni . 3 — 

Omero, di W. Gladstone 1 50 

Operaio (Manuale dell'), di G. Beiluomini 2 — 

Ordinamento degli Stati liberi d'Europa, del dottore 

F Racioppi 3 — 

Ordinamento degli Stati liberi fuori d'Europa, del dott. 

F, Racioppi 3 — 

Ornatista (Manuale dell'), dell'arci). A. Meloni . . . 4 — 
Orologeria moderna, deiring. Garuffa, con 276 iliustr. 5 — 
Orticoltura, del prof. D. Tamaro, con 60 illustrazioni 4 — 
Ostricoltura e mitilicoltura, del dott. D. Carazzi . . 2 50 
Ottica, del prof. E. Gelcich, con 216 illustrazioni . . 6 — 
Paga giornaliera (Prontuario della), da cinquanta cen- 
tesimi a lire cinque, di C. Negrin 2 50 

Paleoetnologia, del prof. J. Ragazzoni, con 10 iliustr. 1 50 

Paleografia, di E. M. Thompson, con 21 illustrazioni. 2 — 

Panificazione razionale, di Pompilio 2 — 

Peso dei metalli, ferri quadrati, rettangolari, cilindrici, 
a squadra, a U, a Y, a Z, a T e a doppio T, e delle 

lamiere e tubi di tutti i metalli, di G. Beiluomini . 5 50 

Pianista (Manuale del), di L. Castrigli 2 — 

Piante e fiori, di A. Pucci, con 116 illustrazioni. . . 2 50 

Piante industriali, di G. Gorini 2 ~ 

Piccole industrie, del prof. A. Errerà e dell'ingegnere 

/. Gfiersi. (In lavoro). 

Pietre preziose, di G. Gorini, con 12 illustrazioni . . 2 — 

Pirotecnìa moderna, di F. Di Majo, con 111 illustraz. 2 50 

Piscicoltura (d'acqua dolce), di E, Bettoni, con 85 ili. 5 — 
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Pittura italiana, dell'ardi. A. Metani, 2 volunti con 102 

tavole e 11 figure nel testo 6 — 

Pollicoltura, del nnarchese G. Trevisani, con 72 illustr. 2 ^ 
Pomologia artificiale, del prof. <1/. Del Lupo, con 44 ìli. 2 — 
Prato (II), del prof. G. Caìitoni, con 15 illustrazioni . 2 — 
Prealpl bergamasche Guida-itinerario alle), A. Stoppani 5 — 
Prodotti agricoli del Tropico (Manuale pratico del pian- 
tatore), del cav. A. Gaslini 2 — 

Proiezioni (Le), del dott. L. Sassi, con 141 illustrazioni 5 — 
Prontuario dell'agricoltore ({Manuale di agricoltura, 

economia, ecc.)^ del prof. V. Niccoli 5 50 

Prontuario di geografia e statistica, di G. Garollo . 1 — 
Prontuario di valutazione, ili E. Gagliardi. (In lavoro). 
Proprietario di case e di opifici (Manuale del), del- 

Pavv. G. Giordani 1 50 

Prospettiva (Manuale di), di C. Claudi, con 28 tav. doppie 2 — 

Protistologia, del prof. L. Maggi, con 93 illustr. . . 3 — 

Proverbi (516) sul cavallo, del colonnello C. Volpini. 2 50 

Psicologia, del prof. C. Cantoni 1 50 

Psicologia fisiologica, del dott. G. Mantovani. ... 1 50 

Ragioneria, del prof. V. Gitti 1 50 

Ragioneria delle Cooperative di consumo (Manuale di), 

del prof. rag. G. Rota 3 — 

Ragioneria industriale, del prof. rag. 0. Bergamaschi 3 — 
Regolo calcolatore e sue applicazioni nelle operazioni 

topografiche, delIMng. G. Pozzi 2 50 

Religioni e lingue dell'India inglese, di R. Cust ... 1 50 
Repertorio di matematiche superiori, del prof. E. Pa- 
scal. (In lavoro). 
Resistenza dei materiali e stabilità delle costruzioni, 

deiring. P. Gallizia, con 256 illustrazioni .... 5 50 

Rettorica, del prof. F. Capello 1 50 

Ricchezza mobile (Imposta sui redditi di), di E. Bruni 1 50 

Ricettario fotografico, del dott. Luigi Sassi .... 2 — 
Riscaldamento e ventilazione degli ambienti abitati, 

del prof. R. Ferrini, con 94 illustrazioni 4 — 

Risorgimento italiano (Storia del), di F. Bertolini . . 1 50 
Ristauratore dei dipinti, del conte G. Secco-Suardo, 

due volumi, con 47 illustrazioni 6 — 

Ritmica e metrica razionale italiana, di Rocco Murari 1 50 
Rivoluzione francese (La) (1789-1799), del prof. dott. 

Gian Paolo Solerio 1 50 
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Saggiatore (Manuale del), di F, Buttari, con 28 illustr. 2 50 
Sanscrito (Avviamento allo studio dei), del professore 

F, G, Fumi 3 — 

Scacchi (Manuale dei giuoco degli), di A, SegMeri, 

con 191 illuslrazionì. (In lavoro). 

Sclierma italiana (Manuale di), di J. Gelli, con 66 tav. 5^ 250 

Scienza delle finanze, del dott. T, Carnevali, ... l 50 

Scoltura, di A. Melania con 56 tavole e ^ illustrazioni 4 — 
Scritture d'affari (Precetti ed esempi di), del profes- 

sore D. Mafj^li 1 50 

Selvicoltura, di A. Santini,, con 46 illustrazioni . . . 2 — 

Semeiotica, del dott. U. Gabbi, con 11 illustrazioni . 2 50 

Shakespeare, di Dowden-Balzani 1 50 

Siderurgia (Manuale di),. di V, Zappetti, con 220 illust. 5 50 

Sismologia, del capit. L. Gatta, con 16 illustrazioni . 1 50 

Socialismo, dell' avv. G, Biraghi 3 — 

Soccorsi d'urgenza, del dott. C Galliano, con 6 tav. lit. 3 — 
Società di mutuo soccorso (Manuale tecnico per le), 

del dott. G. Gardenghi 1 50 

Sordomuto (li) e la sua istruzione, del prof. P, Fofnari 2 — 
Spettroscopio (Lo) e le sue applicazioni, di R, A. Proctor i 50 
Statica (Principi di) e loro applicazione alla teoria e 
costruzione degli strumenti metrici, delPing. E, Ba- 
gnoli, con 192 illustrazioni 3 50 

Statistica, del prof. F. Virgilii 1 50 

Stenografia, di G. Giorgetti • 3 — 

Stenografia (Guida per lo studio della), di A. Nicoletti 1 50 
Stereometria applicata allo sviluppo dei sòlidi e alla 
loro costruzione in carta, del prof. A. Rivelli, con 

, 92 illustrazioni e 41 tavole 2 — 

; Stilistica, del prof. F, Capello 1 50 

I Storia antica. Voi. I. L'Oriente Antico, di /. Gentile . 1 50 

Voi. II. La Grecia, del prof. G. Toniazzo .... 1 50 
Storia dell'arte militare antica e moderna, del capi- 

I tano V. Rossetto, con 17 tavole illustrative. ... 5 50 

Storia d'Italia (Breve), di A Orsi 1 50 

Storia e cronologia medioevale e moderna, del profes- 
sore V. Casagrandi 1 50 

Storia italiana (Manuale di), di C. Cantù 1 50 

Storia della musica, dei dott. A. Untersteiner .... 3 — 

Strumentazione (Manuale di), di E. Prout 2 50 

Strumenti ad arco (Gli) e la musica da camera, del 

duca di Ca/Tarelli F. 2 50 
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Tabacco, del prof. G. Cantoni, con 6 illustrazioni . . 2 — 

Tecnica protistologica, di L. Maggi 5 — 

Tecnologia e terminologia monetaria, di G. Sacchetti, 2 — 

j Telefono, di Z>. V, Piccoli, con 38 illustrazioni . . . 2 — 

. Telegrafia, del prof. R. Ferrini, con 95 illustrazioni . 2 — 
Telemetria, mieura delle distanze in guerra, del capit. 

G. Bertelli, con 12 illustrazioni 2 — 

Tempera e cementazione, dell' ing. Padda, con 20 ili. 2 — 

Teoria dei numeri (Primi elementi della), di U, Scarpis 1 IK) 
Teoria delle ombre, del prof. E. Bonci, con xxvi tavole 

e 62 figure 2 — 

Termodinamica, del prof. C. Cattaneo, con 4 illustr. . 1 50 

Tessitore (Manuale del), di P. Pincfietti, con illustraz. 5 50 

Testamenti (Manuale dei), del dott. G. Scrina ... 2 50 

Tigrè-itallano (Manuale del), del capit. M. Camperio . 2 50 

, Tintore (Manuale del), di R. Lepetit, con 14 illustraz. 4 — 

Tintura della seta, di T. Pascal 5 — 

Tipografia (Volume I, Guida), di S. Landi 2 50 

Tipografia (Volume II, Lezioni), di S. Landi, ... 2 50 

Topografia di Roma antica, di L. Borsari con 7 tav. 4 50 

j Tornitore meccanico, di S. Dinaro 2 — 

■ Trasporti, tarilfe, reclami ferroviari ed operazioni do- 

; ganali, per A. G. Bianchi 2 — 

' Triangolazioni topografiche e triangolazioni catastali, 

deiring. 0. Jacoangeli, con 32 illustr 7 50 

Ufficiale (Manuale per V), di U, Morini 3 50 

Unità assolute, dell'ing. G. Bertolini 2 50 

Uve da tavola, del dott. D. Tamaro, con 57 illustraz. 4 — 
Valori pubblici (Manuale per l'apprezzamento dei), del 
dott. F. PicclnellU (In lavoro). 

Veleni ed avvelenamenti, di C. Ferraris 2 50 

Verbi greci anomali (I), del prof. P. Spagnotti ... 1 50 
Verbi latini di forma particolare nel perfetto e nel su- 
pino, di A, F, Pavanetlo 1 50 

Vernici, lacche, mastici, inchiostri da stampa, cera- 
lacche e prodotti affini (Fabbr. delle), di U. Fornari 2 — 
Vini bianchi, del barone 6f. Prato, (In lavoro). 

Vino (II), dì G. Grassi-Soncini 2 — 

Viticoltura, di 0. Ottavi e A. S^rucc/it 4» ed. con 22 ìli. 2 — 
Vocabolarietto pei numismatici (in 7 lingue), del dott. 

S. Ambrosoli 1 50 

Vocabolario araldico ad uso degli italiani, del conte 

G. Guelfi, con 356 illustrazioni 3 50 
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Vocabolario della lingua russa, del prof. Voinovick. 3 *- 
Vocabolario tipografico, dì S. LandL (in lavoro). 

Volapiik (Dizionario italiano-volapiik), di C. Mattei. , 2 !$0 

Volapiik (Dizionario\olapiik-italiano), di C. Mattai. , 2 SO 
Volapiik (Manuale di conversazione), di R. Tommasi e 

A. ZambeUi 2 tW 

Vulcanismo, del capit. L. Gatta, con 28 illustrazioni . 1 50 
Zoologia, dei profT. E. H. Giglioli e G. Gavanna: 

I. Invertebrati, con 4S illustrazioni 1 80 

II. Vertebrati. Parte I. Generalità, Itliopsidi (Pesci 

ed Anfibi), con 55 illustrazioni 1 SO 

III. Vertebrati. Parte II. Sauropsidi, Teriopsidi, (Ret- 

tili, Uccelli, Mannmiferi) 1 ÌJO 

Zoonosi, del dott. B. Galli Valerio 1 50 

Zootecnia, del prof. G. TampelinU con ìSà illustraz. . 2 50 
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